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1 Resumo do Trabalho Realizado

Nesta segunda parte do projeto foram abordados os seguintes tépicos:

- Célculo variacional multidimensional;

- Célculo tensorial;

- Conexao de Levi-Civita, tensores de Riemann e de Ricci;

- Equacoes de Euler-Lagrange para funcionais que diferem por uma divergéncia total;
- Equacoes das Geodésicas;

- Equacoes de Einstein e sua obtencao a partir de um Principio Variacional;

- Solucao de Schwarzschild;

- Alguns aspectos da Geometria de Schwarzschild;

- Teorema de Birkhoff.

Este estudo constituiu-se de leitura e resolugao de problemas baseados nos seguintes livros:

1.) Dubrovin, B.A., Fomenko, A.T., Novikov, S.P., Modern Geometry - Methods
and Applications. Part I: The Geometry of Surfaces, Transformation Groups and
Fields, Springer, 1994. ([1])

Partes estudadas:

Capitulo 3: Tensores: a teoria algébrica

16. Exemplos de Tensores;

17. A definicao geral de Tensor;

17.1 A regra de transformacao para as componentes de um tensor de posto arbitrario;
17.2 Operacoes algébricas sobre os tensores;

18. Tensores do tipo (0, k);

18.1 Notacao diferencial para tensores covariantes;

18.2 Tensores anti-simétricos do tipo (0, k);

18.3 Produto exterior de formas diferenciais. A algebra exterior;
19. Tensores nos espacos Riemanniano e Pseudo-Riemanniano;
19.1 Elevando e abaixando indices;

19.2 Os autovalores da forma quadratica;

19.3 O operador *;

19.4 Tensores no Espacgo Euclidiano.



Capitulo 4: Célculo diferencial de tensores

25. O calculo diferencial de tensores anti-simétricos;

25.1 O gradiente de um tensor anti-simétrico;

25.2 A derivada exterior de uma forma;

26. Tensores anti-simétricos e a Teoria da Integracgao;

26.1 Integracao de formas diferenciais;

26.2 Exemplos de Integrais de formas diferenciais;

26.3 A férmula geral de Stokes. Exemplos;

26.4 Prova da férmula geral de Stokes para o cubo;

28. Derivacao covariante;

28.1 Conexoes Euclidianas;

28.2 Diferenciacao covariante de tensores de posto arbitario;
29. Derivacao covariante e a métrica;

29.1 Transporte paralelo de campos vetoriais;

29.2 Geodésicas;

29.3 Conexoes compativeis com a métrica;

30. O tensor de curvatura;

30.1 O tensor de curvatura geral;

30.2 As simetrias do tensor de curvatura. O tensor de curvatura definido através da
métrica;

30.3 Exemplos: o tensor de curvatura em espagos de dimensao 2 e 3.

2.) Dirac, P.A.M., General Theory of Relativity, Princeton Landmarks in Physics,
1996. ([2])

Partes estudadas:

Relatividade Especial;

Coordenadas cartesianas nao ortogonais;
Coordenadas curvilineas;

Quantidades que nao sao Tensores;
Espago curvilineo;

Transporte paralelo;

Simbolos de Christoffel;

Geodésicas;

As propriedades estacionarias das geodésicas;
. Derivagao Covariante;

. O Tensor de Curvatura;

. O Tensor de Ricci;

. A Lei de Einstein da Gravitagao;

. A Solucao de Schwarzchild;

. O Principio variacional da Gravitacao.
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3.) Friedmann, A. A., O Mundo como Espago-Tempo, Ciéncia, Moscou, 1965 (2a
edigao) - traducao do Russo: Prof. Dr. Silvio Pregnolatto do IMECC-UNICAMP,
2001. ([3])

Partes estudadas:

Capitulo 1: Espaco

1. Medidas de Grandeza;

2. Aritmetizacao do Espaco;
3. Métrica do Espago;

4. Curvatura do Espaco.

Capitulo 2: Tempo e Mundo
5. Tempo;

6. Movimento;

7. Mundo.

Capitulo 3: Gravitacao e Matéria

8. A Mecanica Cléssica e a Moderna;

9. Gravitagao;

10. Matéria e Estrutura do Universo;

11. Conclusoes Gerais do Principio da Relatividade.

4.) Grib, A., Frenkel, V., Einstein, Friedmann, Lamaitre: a descoberta do Big
Bang - Traducao do Russo: Prof. Dr. Silvio Pregnolatto do IMECC-UNICAMP, 2001.

([4])

5.) Weinberg, Steven, Gavitation and Cosmology, Principles and Aplicatios of
the General Theory of Relativity, Massachusetts Institute of Technology, John Wiley
and Sons, 1972. ([5])

Partes estudadas:

Capitulo 11: Equilibrio Estelar e Colapso;
7. Campos simetricamente esféricos com dependéncia temporal.

6.) Misner, C. W., Thorne, Kip S., Wheeler, J. A., Gravitation, W. H. Freeman
and Company, New York, 1973. ([6])
Partes estudadas:



Capitulo 25:
2. Simetrias e Leis de Conservagao;
3. Quantidades Conservadas do Movimento na Geometria de Schwarzschild.

Desta maneira foram abordados os itens 4., 5., 6. e 7. do Projeto de Pesquisa.

1.1 Resumo dos topicos estudados

1.1.1 Equacgoes de Euler-Lagrange para funcionais que dependem de n funcgoes

No caso de um funcional do tipo

1
J[y17y27 7y'n] - / L(x7y17y27 "'7ynayi7y§7 ,y,/n)dl'

0

com condigoes de fronteira dadas por

Uk(20) = Yro, Ye(®1) = yr, (k=1,2,...,n)

para obtermos as condigOes necessarias de extremo, variamos sé uma das fungdes y;(z) (j =
1,2,...,n) deixando as demais invaridveis:

1
QOJ[OK] = J[y17 e Yy + 0”7]7 7yn} = / L('ruyh Jy] + 0477]'7 "'7yn7y/17 7y3 + O”]ja ,y;)dﬂf,

0

onde 1; € C*([xg, z1]) tal que n;(zo) = nj(x1) = 0. Derivando ¢; em relagio a o obtemos:

dp; = [OL oL o .

J

dp;(0)

7 a zero temos:
o

[gualando

x1
/x [Ly,n; + Ly mjlde = 0.

0
Mas o Lema 1.3 (apresentado no primeiro relatério) implica que:
d
Lyj  dx
Fazendo, forma andloga, para qualquer outra funcdo y;(x) (i = 1,2,...,n), obtemos o seguinte
sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem

d .
L, — %Ly; =0 (i=1,2,..,n) (1)
que determinam, geralmente, uma familia dependente de 2n parametros de curvas integrais no

espago T, Y1, Yo, ..., Yn, que ¢ uma familia de extremais do problema variacional dado.

Ly =0.



1.1.2 Equacgoes de Euler-Lagrange para funcionais que dependem das derivadas em
ordem superior

Dado o funcional -

Ty@)] = [ L@ y(@).y @),y @)

onde L é uma funcao n + 2 vezes diferenciavel com respeito a todos os argumentos e suponhamos
que as condicoes de fronteira tem a forma

0

y(z0) = yo, ¥ (x0) = yby -y Y (o) =y

n— n—1
y(a1) = y1, ¥'(x1) =y, v V() = 4" 7Y,

para obtermos as condigoes necessarias de extremo devemos inicialmente variar y(z):

ela] = Jly + an] = / Lz, y+ony +on,....y" +an™)dz,

onde 1 € C™([wg, 21]) tal que n(xo) = n(x;) = 0. Diferenciando ¢ em relacio a « e igualando % 0)

a zero obtemos:

v AL ) v QL 5 9L
9% d 'd / "+ ... / n™dz = 0,
/ T i e A MO

o

Integrando por partes o segundo termo uma vez, o terceiro duas vezes, o quarto trés vezes e
assim sucessivamente até o n-ésimo termo, e colocando 7 em evidéncia chegamos a:

[ogris (5)

Jj=0

dz = 0.

Pelo Lema de Lagrange (o Lema 1.1 apresentado no primeiro relatério), concluimos que:

u & [ OL
Z:: Y= (aw) =0. (2)

Dessa forma, a fungao y = y(z) que realiza o extremo do funcional dado deve ser solu¢ao da
equagao (2). Tal equacdo, denominada de Euler-Lagrange, ¢ uma equagao diferencial de ordem 2n
e suas curvas integrais se denominam extremais do problema variacional proposto.

Se o funcional J tem a forma:

Jy(x), z(x)] = / 1 L(x,y,y, ..., y(”), 2,7, ..., z(m))dx,

0
variando y(x) e considerando z(z) fixa, e depois variando z(x) e considerando y(z) fixa, concluimos
que as fungdes y(z) e z(x), que realizam o extremo, devem satisfazer o seguinte sistema de equagoes
de Euler-Lagrange:

S0 () =0 ®)

J=0



Svia () =0 )

Analogamente podemos analisar o extremo de um funcional que depende de um ntmero
arbitrario de fungoes:

x1

J[yh Y2y -eey ym] = / L(I‘, Y1, yi? ) ygnl)a Y2, yé? ) y§”2)7 ooy Yms y:n7 (RS yﬁ:m»dl‘,
o
variando somente alguma y;(x). Assim, obtemos a condi¢ao necessaria de extremo na forma:

i(—l)ijxjj <6L> =0 (i=1,2,...,m). (5)

j=0 ayz(])

1.1.3 Equacoes de Euler-Lagrange para funcionais que dependem de funcgoes de varias
variaveis

Consideremos o funcional

)] ://L<x,y, gu gu>dxdy,

onde L é uma funcao trés vezes diferencidavel com respeito a seus argumentos e supondo que se
possa achar a fungdo u = u(z,y) que seja continua juntamente com suas derivadas de segunda
ordem inclusive em D, que tome valores fixos na fronteira de D e que realize o extremo do funcional
dado. Variando u(z,y), obtemos:

pla) = Jlutan] = [ [ Lle,y,u+ an,u, + an,u, + an,)dady,
D

onde n € C'(D) e se anula na fronteira de D. Derivando ¢ em relagiao a « e igualando d@(o)

obtemos:

a Zero

/ / (L + Ly + Lyny)dady = 0,

com p = % eq= %= Integrando por partes, temos:

//( alj—@a[?;)ndxdyzo.

Cada derivada parcial 0/0x e 0/0y, quando aplicada as derivadas L, e L, , pela Regra da
Cadeia, se torna a derivada total D, e D, respectivamente, pois L, L, e L, dependem de z e y
através da fungao u = wu(z,y) (para a definigdo da derivada total vide a formula no final deste
subpardgrafo). Assim,



/ / (Lu — DyL, — Dy L) ndwdy = 0.
D
Aplicando o Lema 1.1 (do primeiro relatério), ainda vélido neste contexto, conclui-se que
L,-D,L,— D,L,=0. (6)
Para o funcional
Ju(zy, o, ...y xy)] = /L(xl,xg,...,xn,u,pl,pQ,...,pn)dxld:cg...da:n,
D

onde p; = %, obtemos de maneira completamente andloga, a seguinte equacao de Euler-Lagrange
K3
a qual deve satisfazer a fungao u(z, xs, ..., z,) que realiza o extremo de J:

L, — Z D;L,, =0, (7)
=1
onde
D, = D 0 + 0 + 0 + ...+ ? +
Dx; ox; ou 7 Ou P Oy,
e Us du 0%u

i = Bz Wi T P00,

1.1.4 Equacgoes de Euler-Lagrange para funcionais em forma paramétrica

Em muitos problemas variacionais é conveniente buscar solugoes em forma paramétrica. As-
sim, se tivermos um funcional

@) = [ Liw.y.y)de

0

e buscarmos solugoes do tipo x = z(t), y = y(t), o funcional se reduz a seguinte forma:

a(t(0)] = [ (o109, 55 a0

a funcao subintegral obtida depois da troca de variaveis nao contém explicitamente ¢ e é uma fungao
homogénea de primeiro grau de homogeneidade com respeito as variaveis & e . Ela também nao
altera sua forma ao mudarmos a representacao paramétrica da curva. Assim, o funcional J depende
da forma da curva e nao de sua represent¢ao paramétrica. Podemos escrevé-lo na forma:

J[x(t), y(t)] = /t1 O(x(t), y(t), &(t), y(t))dl.

to
Variando z(t) e considerando y(t) fixa, e depois variando y(t) e considerando x(t) fixa, con-

cluimos que para encontrar as fungoes que extremizam o funcional na forma paramétrica temos que
resolver o seguinte sistema de equacgoes de Euler-Lagrange:



b, — —b, =0, &, ——b, =0. 8
dt Yy dt Yy ()

1.1.5 Equacgoes de Euler-Lagrange para funcionais que diferem por uma Divergéncia
Total

Neste paragrafo serao apresentados resultados referentes as Equacoes de Euler-Lagrange para
funcionais que diferem entre si por uma Divergéncia Total.

Dado funcional

Ay = [ L., y)de.

0

Sejam A = A(x,y,y") € C*([xg, 1] x R') e Jo[y] um funcional da forma
Llyl = [ Ldx,

o

onde L = L + %. Entao as equagoes de Euler-Lagrange para os funcionais Ji[y] e Jaly] sdo as
mesmas.
Esse resultado também é vélido no caso em que A é funcao das k-ésimas derivadas, com k > 1:

A=Az, y, 9,y s y™).

Consideramos agora o funcional
] = [ Lz, u,p)dz,
D

com = = (T1,...,%Tn), 4 = u(x1,...,2,) € p=p(p1,...,pn) tal que p; = gTuj' Sejam
1) A; = Aj(x,u,p), com j = 1,2, ..., n funcdes de x,u e suas derivadas primeiras e
2) Ja[u] um funcional do tipo

Jolu] = /f}daz,

onde L =L + D;A; e D; é a derivada total.
Para o funcional Jo[u] teremos:

B DA, DA, DA,
Jo[ul —Z (L—i— oz, + p; e + Dji o, > dx.

Variando u obtemos:

p(a) = Jalu + an] = / (L(x,w+ o, pr + ame) + Aja, (2,1 + on, pr + o)+
D

10



+(pj + anj)Aju(z, w4+ an, pr + ang) + (pji + angi) A p (T, u + an, p, + ang)) dz.

, . . - . do(0 .
Apés diferenciar p(«) com relagao a «, igualar % a zero e integrar por partes, obtemos:

/[Lu — DiL,Jndz = 0.
D

Pelo Lema de Lagrange conclui-se que para o funcional Jo[u] teremos a seguinte equagao de
Euler-Lagrange:

oL oL

D=

ou op;

Mas a equagao (9) corresponde a equagao de Euler-Lagrange para o funcional J;[u], o que nos

leva a concluir que as equagoes de Euler-Lagrande para os funcionais Ji[u] e Ji[u] sdo as mesmas.

Finalmente, tal resultado pode ser generalizado para o caso de funcionais cujas fungoes de
Lagrange dependam de m funcoes de n variaveis e de suas derivadas até ordem k, ou seja, funcionais

da forma: ol ok’
E T R I By Tl L
]_[U ,u-, , U ] <ZE,U ) 837]7 ’axil...axis “

—0. (9)

D

=u'(xy, .., Tp) €01+ ... +ig =k comi=1,...m.

. o 1 m dul du™
Sejam Aj = Aj T, U ., U Y Bry 6Z"> €

Jolut,u?, .. u™] = /f)dm,
D

com L = L + D;A;.

Teorema 1. As equacoes de Fuler-Lagrange para Ji e Jo sdo as mesmas.

1.1.6 Algumas relacoes uteis envolvendo a métrica

A seguir, desenvolviremos algumas relagoes envolvendo a métrica que serao utilizadas no
paragrafo 1.1.8.

1) Segundo a regra do produto,
(AB),] = A,j B + AB,J ou ainda, AB’J = (AB)U —A,j B
Entao, para A = ¢¥\/—ge B = I‘fj, teremos:

gIV=gTl = (67 V=gTh) s — (67 V=9)4T. (10)

11



2) Derivando g*'g;; = 6F em relacio a z,, obtemos:

g+ g" g = 0.

Trocando os indices [ — j e k — [ no segundo termo e multiplicando a relacao obtida por ¢!, temos
que
g =—9"9"gij. (11)

3) Pela regra do produto temos que
(97V=9)k = 9IN=9+ 97 (V=09) -
Mas é verdade que g’,]C = —9¢""gag, (vide (11). Entao,

(99V=9) k= =99 gap V=9 + 97 (V=9) - (12)
Observe que

1
598/\ [97k.s + Grske — Grs] -

Usando o fato de que a métrica é simétrica e fazendo A — s e s — A, obtemos que ¢**gxr.s = 9" gas k-
Sendo assim,

Dis = 9" Doks =

|
Tis = 59" 0xs (13)

Além disso, pela regra da cadeia e de (13), temos

(V=9 = ;\_/9__2 - ; ({iﬁg”) V=9I, (14)

Substituindo (13) e (14) em (12), obtemos que
(97V=9) = (=9 9Ty, — ¢ Tl + ¢“Ti)V=9-
Fazendo k — j e @« — k no segundo termo da direita teremos
(99V=9) s = =" ThvV=9. (15)
Para k = j,

(9"vV=9)3 = —9""Thv/~g. (16)

4) Agora suponhamos que a métrica g depende de um parametro ¢, isto é, consideramos uma
familia de métricas g = g(¢) tal que g(e) € C' como fungao de e.
Novamente pela regra do produto temos que

d d
Sl gty =T S (ThetvTg) 4 Thevg | T (17)

de —0 €le=o

12



Da relagao (14) concluimos que
Ty V=9 =9" (V=9) - (18)
Além disso,

PV =g v -t g v (19
€le=o €le=o —0
Substituindo (18) e (19) em (17) obtemos

d

“l (ThTlev=g) =

e=0

(gij\/__g)‘

d g d

(97vV=9)n +Fkld ( Yy _gri‘cj) —Try
€e=0 =0
(20)

ij
o de

z]d

Mas, pela relagao (15), B .
9IV=g = = (4" V=9);
Substituindo a relagdo acima em (20) teremos:

d
(Fk Fl lgz] vV~ ) Zj d

e=0

ng< \% _g)ak _Fi?l %

=0

(gij \/—_9)

- (21)

d
de (k]V ) Fgﬁll l]d

e=0

5) Derivando T'5T' kg” —g em relagao a € e fazendo € = 0, obtemos:

d

de

9" \/—_g> :
(22]

Fazendo j — i,k — [,l — k e i — j no segundo termo da direita, podemos escrever (22) como:

rhrv=n =2 (5

=) = (5

g d g d
FZ) Fé‘kgzjv —g+T} (d Fék) 97 v —g‘i‘Fleé'k (d
6:0 € e=0 €

e=0

e=0

de

ij d
r4) =g + o (5
e=0

gW——g) @)

‘60 e=0

Adicionando e subtraindo o termo 2FlkF ( ¢

» (gij\/—g), teremos que
d

de

d
(Fikrglng —g) =2 (d
0 €

g d
(V=) T~ 1T 4

gW—_g> RCH

€= e=0 e=0

Sabemos que I';;s + I'j;s = gi;s. Substituindo em (11), obtemos
gt = —g"Th — g"'Ti,.

Fazendo k — j, s — k, j — s, derivando em relacdo a € e multiplicando por I'¥;, teremos:

d - d
k at gl /= __ =
Fjl (de 0 Ik g) de

Fazendo j — [ e [ — j no tultimo termo da direita em (25), obtemos
d| d . |
F?l <de ngk —9> =-2 de (gl Y, _grik) s

13

Jb

(gls\/—_grgk) F?l - c;ie| (gjs\/—_grlsk) P?z' (25)
e=0

e=

e=0



Finalmente, com [ — j, s — 7 ¢ 7 — [ no termo da direita, temos que
d ; d

k| = /=g = - =

gl <d€ g,k g) de

1.1.7 Equacao das Geodésicas

<9ij \/__9F5k> F?l' (26)

e=0

e=0

O funcional

t1
J:/ N
o ik

apresenta o comprimento de arco na Geometria Rimaniana, onde g = (gix(x)) é a métrica do espago
considerado ([1]). Nosso objetivo é procurar todas as curvas x* = z'(t) que sao pontos criticos deste
funcional.

Seja s o parametro natural da curva, isto é, a curva é parametrizada pelo seu comprimento
de arco. A relagao entre s e t é dada por

d I

Escrevendo as equagoes de Euler-Lagrange obtemos o sistema de equacoes diferenciais de
segunda ordem:

d [ gii' B 5 (gin @' aF) _0 (28)
W\ \gadidt) \ guiid*
Multiplicando ambos os membros de (28) por \/g:z—zxk e utilizando a regra da cadeia temos:

1 d( (g3 ) Sgugd'dt
ot

dt 1

ds / Giniiak
dz?

Usando a relacao (29), a regra da cadeia e que i = ‘> obtemos:

De (27),
(29)

d dr'\ 1~ dedt
ds Yij ds o Jik.j ds ds

que pode ser escrito na forma:

e ad 1 deidet
Jig ds? ds dsg” 29“w ds ds

14



Novamente, pela regra da cadeia,

da da®
ngZ] - gzj,k dS
Assim, ‘ 4 '
d*x’ n drdx* 1 da’ da® B (30)
T ger T I G as T 99 gs Tds T
Multiplicando (30) por ¢?' temos:
d*z! 1dat da®
—_— 29" Giik — i 0. 31
d52+2d3 d8<gg]k ggk?y]) ( )
O segundo membro de (31) pode ser escrito na seguinte forma:
Ldx' da . - 1dxt da¥ . 1dx* dot . 1dxt da® .
2 ) it ) i % i T a it % 32
3 ds d 20" ik = 9 9ikg) = 5o G+ 50 Gk — 5 gy (32)
Para isto, usamos que 2¢%'g;; v = ¢°'gij . + g7 gr;i. Assim,
1 dxt da* dx' da’ 1 dx® dz’
3 ds ds ——(2¢"' gij1 — 9" gikj) = i3 " Ging + Giki — Gijk) = T ——T%, (33)
onde I'' = 267" (gi,j + gjki — gij) sdo0 os Sfmbolos de Christoffel ([1,2]).
Substituindo (33) em (31) temos:
d?z! Y dx da? _0 (34)
ds? Yds ds

A equagao (34) corresponde a Equacao das Geodésicas.

Observacao: Quando g;; = J;, isto é, a métrica é Euclidiana, a solucao desta equacao é
uma reta na forma paramétrica.

1.1.8 O Principio da Agao Gravitacional

Seja

I= / Ry/—gdz, (35)

com R sendo a curvatura escalar e g o determinante da métrica, integrados em um determinado
volume quadridimensional. Lembramos que R pode ser obtido através da contracao dos dois indices
do Tensor de Ricci (vide [2, p. 25, (14.4)]) e decomposto na forma seguinte:

R=g"R; =R — L*, (36)

k
ik,j Fzgk’

onde R* = g% (Fk ) e L* = g9 (Ffjfﬁd — FZFék) Para R*\/—g, teremos:
R*V/=g = g"V=gTl; — 9"V=9Tlj- (37)

15



Usando a relacao (10), a relacdo acima pode ser escrita da seguinte maneira:
R*\/—g = D; (gij\/—_grfk) — Dy (gij\/—_grfj) ( Zj\/_) J sz + ( ”\/__9) ok ny
Trocando j e k no segundo termo, temos que
R'v=g = D; (97 V=gl — g"*v=aT%) = (¢"V=9) ., Th + (6"v=0) 4Tl (38)
Substituindo (15) e (16) em (38), obtemos
R'\/—g =D, (gij\/—_grfk - glk\/—_grgk) + ¢V =gl T, — ¢V =gl T+
+g"7 /=gl Tk — g/*/=gT?, TL. (39)
Definindo A; = ¢¥\/=gl% — g*\/=gljix, teremos:
R*\/—g = D, A +gjﬂ\/__grgj1—‘§k _ng\/_—gF% —i—g”\/_Fl Fk _ o/ —gTd Fk

Fazendo f — ¢ e i — [ no segundo termo, 0 — 7, i — k e k — [ no quarto, trocando k e [ no
terceiro e v € j no ultimo, obtemos:

R'\/=g = D;A; + 297 /=g (DT, — ThT; )
Mas L* = g% (ThT}, — TATL ). Entéo,

R*V=g = D;A; +2L*\/=. (40)

Das relagoes (36) e (40) temos que

RV—g=D,A; + L*V/—g. (41)

Seja
J= / Ldz, (42)

com L = L*\/—g. Pelo Teorema 1, com n =4, m = 10, k = 2, os funcionais I e J tém as mesmas
equagoes de Fuler-Lagrange. Entao trabalharemos com J. Podemos considerar L como a densidade
da agao para o campo gravitacional. Observe que L nao envolve as segundas derivadas de g;;.

O passo seguinte é variar J:

d(e) = Jg+en) = /L(l} Gij + €1, Gij ke + €nijx)de,
D

sendo n € C! uma funcao que se anula na fronteira de D. Derivando ¢ em relacao a €, em € = 0,

obtemos
| _ / [d
a de
D

de ( Z]Fk a l\/_)

e=0 |€0

(¢rtrt=3) | o (43

e=0
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O primeiro termo da direita corresponde a (21):

d

d
- (6"1v/=),5 ~ThT

ij
e=0 d

(gij\/__g)'

=0

g d
(g” V _g)ak +F€cl %

e=0

d
(T4 T g'v/=g) = Tt =

e=0

Quanto ao segundo termo, utilizando (24) e (26), obtemos

(UFkPlk\/—) ‘60 (lei _9) Fk Fﬁkrki

de

("v=a). ()

‘50 €=

Subtraindo (21) de (44) e utilizando a regra do produto temos que

de ( erk I l\/_)

e=0

(9%v=9).  (45)

e=0

(¢7Thre/=g) = (Pt —hrt) &

e:O

Igualando %L:o a zero, de (43) e (45) temos

0_/F”d

(69v=9) | do

=0 e=0

/ —rirk) o

Definindo %L:o g9\/—g = 1", de (46) teremos

(ov=a) ] e+ [ 14 3

(97v=9). (46)

|e=0

/ Tk il de — / T de + / — T4 de = 0.

Integrando por partes o primeiro e o segundo termo teremos

/ﬁ” T8+ Dy + DL — ThTE | de = 0.
Observe que o termo em colchetes corresponde ao Tensor de Ricci ([2]). Entao,
/ 79 Ryda = 0. (47)

a
de|e=0
seja sempre valido impomos que

Como g" é arbitrdrio a quantidade —6’ (¢“\/—g = 7"7) também o é. Entao, para que (47)

Rij =0,

que corresponde as equacoes de Einstein na auséncia de matéria.
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1.1.9 Solucao de Schwarzschild

Considerando um campo gravitacional estético (gerado por um corpo em repouso com simetria
esférica), a expressao para ds®> em coordenadas espaciais esféricas, pode ser escrita como:

ds? = e¥dt* — ePdr? — r2dh* — r*sin® 0d¢?, (48)

com v e A fungoes de r apenas ([2],[5],[6]). Nosso objetivo serd determinar a métrica do espago
que satisfaca as Equacoes de Einstein no vdcuo. Em termos das componentes da métrica, ds? =
girdzidz®. Entdo, de (48) teremos:

2 22 2 2 2
Goo =€, g =—€", goo=—7", g3z = —r"sin0” e g, =0 para pF v,

Como (g,,) ¢ diagonal, sua matriz inversa ¢ facilmente obtida:

1
goo _ 6—21/’ gn _ _6—2)\7 922 _ _7,—27 933 — g™ =0 para pu# .
r2sin @

Quanto aos simbolos de Christoffel, temos que:

F(l)O — V/€2V—2>\’

F(I)O - Vlv

F%l - >\/7

F%Q = F%S = 7"71,
rl, = —re ?,

I3, = cot#,

L, = —re Psin?4,
%2, = —sinfcosb,

onde ' denota a derivada em relacao a r. Os demais simbolos de Christoffel sao nulos.
Para o Tensor de Ricci teremos:

2 / -
ROO — (—I/” LN == 271/) e2u 2)\’
RH =v' -\ + V’Q — 2
= p
Roy = (1= Nr+vr)e 2 -1,
R33 = R22 SiIl2 9,

epara u#v , R, =0.
A Lei da Gravitagao de Einstein no vacuo requer que o Tensor de Ricci seja nulo. Assim,

2 /
Ny -, (49)
T
2\
V' —UN 407 =2 =, (50)
T
e 1= Nr+vr)—1=0, (51)
Rgysin® 6 = 0. (52)
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Somando (49) e (50) temos que v/ + X' = 0. Integrando essa relagao e considerando que
a métrica tende a se tornar plana a medida que nos afastamos do corpo que originou o campo
gravitacional (no limite em que r tende a infinito, v e A tendem a zero), obtemos:

A+v=0. (53)
Substituindo em (51) obtemos
(1+2r/)e* =1,

que, segundo a Regra do Produto, pode ser escrita como:

d
J(rez”) =1.

A solucgao dessa equagao é dada por

re? =r —2m, (54)

onde m é uma constante de integracao que pode ser interpretada como a massa do corpo em questao.
Finalmente, de (53) e (54), a solucao de Schwarschild sera:

-1
ds® = (1 — 2m> dt? — (1 — 2m> dr? — r2df* — r*sin® 0d¢?. (55)

T T

Tal solugao é valida na regiao externa a superficie do corpo que produz o campo, na auseéncia
de matéria.

1.1.10 Alguns aspectos da Geometria de Schwarzschild através de resolucao de ex-
ercicios

Definigao: O wvetor £ = (§;) € denominado Vetor de Killing se satisfaz a relagdo:

iy +&i = 0.

FEquivalentemente,
§ij+ & — ZF?ifk =0, (56)

‘.7

sendo esta ultima obtida utilizando-se a definicao da derivada covariante, denotada aqui por ;.

Exercicio 1. Mostre que o vetor contra-variante £ = (£%) = (1,0,0,0) é vetor de Killing para
a métrica de Schwarzschild.
Solugao: O vetor contra-variante em questdo pode ser escrito como & = §%. Multiplicando
£ por g, obtemos:
& = &' gir = gikélo = gko-
Para a métrica de Schwarzschild, gio = dxoe?”, onde v é funcao de r apenas. Assim, &, = Opoe?”.
Substituindo & na relagao (27) teremos:
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&ij+ & — 2™ = 0. (57)
Devemos analisar dois casos.

(i) Seja i = j. Para a métrica de Schwarzschild, T'% = 0 para todo i. Se i # 0,entao & = 0.
Se i =0, & = €*. Como v nao depende do tempo, & o = 0. Assim,

26 — 2I%e* =0,

e a relagao (28) estd verificada.

(ii) Se i # j, como (57) é simétrico em (ij) temos que analisar somente seis casos (7,j) com
1 < j. Cinco destes sao facilmente verificados, pois o tinico termo nao nulo de & é &, que é somente
funcao de r. Quanto ao caso (0, 1), temos:

8(621/)

r

€o1+ E1p — 200, = — /e =2/ — 2/ e* = 0.

Dessa forma, de (i) e (ii) conclui-se que & = (£%) = (1,0,0,0) é vetor de Killing para a métrica
de Schwarzschild.

Exercicio 2. Mostre que & = (£') = (0,0,0,1) é vetor de Killing para a métrica de Schwarz-
schild.

Solugao: Utilizando o mesmo raciocinio do exercicio 1, obtemos que &, = dg3(—7%sin?6).
Substituindo na relagao (56) temos:

&ij + &i 4 2r2sin® 0T, = 0. (58)

Vamos analisar dois casos.
(i) Seja i = j. Para a métrica em questao, I', = 0 para todo i. Se ¢ # 3,entao & = 0. Se
i=3,&=—r’sin’f e &3 =0. Assim,

26+ 2r? sin® 0T = 0,

e a relagao (58) estd verificada.
(ii) Se i # j, novamente temos que analisar somente seis casos (7, j) com i < j. Quatro destes
sao facilmente verificados. Quanto ao caso (1,3), temos:

O(—1r?sin’ 0)

+ + 213, r%sin% 0 =
§13+ &3 13 Ir

1
+ 2r%¢in’ 0 () = —92rsin?6 + 2rsin?6 = 0.
r

Para (2,3) temos:

O(—r?sin? )

§23+ &30+ 2F§3T2 sin?6 = 50

0
+2r%sin® 0 cot @ = —2r? sin 0 cos 0 + 212 sin? 0 (C_OSQ> =0.
sin

Estando a relagao (58) verificada, conclui-se que & = (0,0,0,1) é vetor de Killing para a
métrica de Schwarzschild.
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Exercicio 3. Sejam ¢ um campo vetorial de Killing e v um vetor tangente a geodésica de
uma métrica g. Mostre que u - & = g(u, &) é costante sobre esta geodésica.

Solugao: Seja V a conecgao de Levi-Civita correspondente a métrica g ([1]). A derivada
Vu(u-§) é a variacao de u - € sobre a geodésica. Mas,

pois a métrica ¢é paralela (isto é, a conexao de Levi-Civita V e a métrica ¢g sdo compativeis ([1]).
Como u é tangente a geodésica, V,u = 0. Para g(u, V,&) teremos

g<u, Vué) = Ulujéi;j = iulujgi;j —+ §ulu35m.

Trocando 7 e j no segundo termo da direita, obtemos
1 . .
g(u, V,§) = §uzuj (&g + &ii)-

Mas, &.;+E;,; = 0, pois £ é vetor de Killing. Entao, g(u, V,£) = 0, o que implica que V,(g(u, §)) = 0.
Portanto, u - £ = g(u, ) é constante sobre a geodésica.

Obsservagao: Considere a luz que segue uma geodésica isotrépica (curva lightlike). O quadri-
vetor momento-energia p'= (p°, p', p?, p?) é tangente & geodésica. Dos exercicios 1, 2 e 3 temos que
Ppo =constante e ps =constante.

Exercicio 4. Mostrar que os trajetos da luz na geometria de Schwarzschild satisfazem a

equacao diferencial
d*u )
W +u = 3u ,

onde u = ™.
T
Solugao: Considere o quadri-vetor momento-energia p' = (p°, p*, p, p*) que, no caso da luz é
lightlike. Podemos escolher o sistema de coordenadas tal que 6 = 7. Assim, p? = % =0, onde A é
um parametro sobre a curva seguida pela luz - a geodésica isotropica.

Quanto as outras componentes de p, teremos:

dt Do
0 00

N A Ul g (59)

dr
pl - 57 (60>

do ps3 Ps3

3 33
A = == 61
= =9 BT agn?g ~ o2 (61)
onde (g,,) corresponde a métrica de Schwarzschild. De (60) e (61) conclui-se que
dr  p

R 62
. (62)



Para [p]? = 0 devemos ter que:

P 9= goo(P°)* + gu(p')* + g22(p*)* + g33(p*)* = 0. (63)
Substituindo (60) e (61) em (63), temos

(p0)2 o (p1)2 (pg)zl

1_@_1_2&4_ r2

Dividindo ambos os lados da relagdao acima por (p3)?, obtemos:
2

(=) o = () G
(po)® _

Mas, do exercicio 3 vem que pgy e p; sao constantes. Denotando )2 = temos que

(-2 [ 2] - () 25 o
De (32), (33) e (35) obtemos: T

() =0 [ ]

Definindo u = * a relagao acima se torna:

dr\ 2
<d:z;> = ma — u® + 2u®, (65)
Diferenciando (65) em relacao a ¢ obtemos
d*u .
W +u=3u 5 (66)

que corresponde a equacao satisfeita pelos trajetos da luz, na geometria de Schwarzschild.

1.1.11 Teorema de Birkhoff

Considerando um campo gravitacional com simetria esférica e dependéncia temporal, a ex-

pressdo para ds?, com coordenadas espaciais esféricas, pode ser escrita como ([5],[6]):

ds® = e dt? — e dr? — r2d6* — r? sin® 9d¢2, (67)

com \ e v fungoes de r e t.

Os elementos nao nulos da métrica e seus inversos sao:

2 2\ 2 2 - 2
goo =€, g1 = —€~", gop = —T", g3z = —r-sinf”,
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0 _ —2v 11 _ -2\ 922 -2 33
g =¢ ,g9g =—€¢ , g =—-Tr , g
Para os simbolos de Christoffel nao nulos teremos:
0o _
I'vo v,
1 1 20—2)
'y Ve ,
0 _ !
I, = v,
1
F10 - )_"
F(1)1 — e\
1 _ !
F11 - )\ )
2 _ 73 _ .1
I, = I'y=r77,
F%2 = —7’6_2)‘,
I‘%3 = cot b,
1 _ Z9A 2
I's; = —re “*sin”0,
2, = —sinfcosd,

r2sin 62’

onde as derivada parciais em relacao a r e t das fungoes correspondentes sao denotadas com e .

Quanto ao tensor de Ricci, obtemos:

2 /
Rop = <_V// NIV i
.

2N

) e22\ | }\27

Ry = V' =VUN+ . + (—/\ — N+ ).\D)eQA_Q”,
r

Ryy = (1=XNr+vr)e® —1,
Rss = Ryysin?,

2)
o

Ry =

e os demais tensores sao nulos.

(72)

Impondo R, = 0 obtemos de (72) que A=0. Portanto, A\ é independente do tempo. Assim,

as equagoes de Einstein no vacuo implicam

<—I/” + Ny — V/2 . 2V/> 621/—2)\ — 07

,
V' — VN 4V — Q—X =0,
r
(1—=Nr+vr)e® —1=0,
R22 SiIl2 0 =0.

(73)

(74)

(75)
(76)

Observe que as equagoes acima correspondem as equagoes (49)-(52) ja estudadas na secao

1.1.9. Sendo assim, como solucao para este problema teremos

2m

1
ds? = (1 _ ) i — (1 _ 2m> dr? — 1262 — 12 sin? 0dg?,

T T
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que corresponde & solucao de Schwarzschild. Dessa forma, provamos o teorema de Birkoff, enunciado
a seguir.

Teorema de Birkhoff. Um campo gravitacional com simetria esférica, na auséncia de
matéria, deve ser estatico e com a métrica dada pela solugao de Schwarzschild.

2 Forma de Trabalho

De um modo geral, o trabalho foi desenvolvido sob a forma de estudo individual e apre-
sentagoes de seminarios para o orientador semanalmente, durante duas horas.

Em Julho de 2004, estudamos ([1]), ([3]) e ([4]). No inicio de Agosto, realizamos o estudo
de Calculo Variacional Multidimensional. Ainda em Agosto, iniciamos o estudo das Equagoes de
Einstein ([2]). Neste periodo o orientador desenvolveu o tema em forma de aulas. Em Setembro
e Outubro, abordamos as Geodésicas e a solugao de Schwarzschild. Em Novembro, estudamos a
obtencao das Equacoes de Einstein a partir de um principio variacional e em Dezembro, o teorema de
Birkhoff. Em seguida estes conhecimentos foram utilizados na resolucao de problemas relacionados,
alguns dos quais apresentados neste relatorio.

3 Plano de trabalho e cronograma para as etapas seguintes

Para Janeiro esté previsto o seguinte:

8. Outras solugoes das Equacoes de Einstein.
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5 Conclusao

Satisfatoriamente atingimos o objetivo principal do projeto ao obtermos as equacgoes de Ein-
stein no vacuo a partir de um principio variacional. Isso foi possivel devido ao nosso empenho com
este trabalho. Em Janeiro, estudaremos algumas solugoes das Equagoes de Einstein finalizando o
projeto no prazo previsto.

Finalmente, fico feliz em dizer que aprendi muito durante este periodo e que além disso, pude
aplicar esses novos conhecimentos em algumas das matérias cursadas durante o segundo semestre
de 2004.

6 Comentrios

O tnico comentrio referente ao projeto feito pelo coordenador da disciplina foi em 25/04/2005 as
00:36:55 horas: Projeto aprovado.
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