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2.5. Condutores 
 

2.5.1. Propriedades Básicas 
 

Em um isolante, como vidro ou borracha, cada elétron está ligado a um átomo 
particular. Em um condutor metálico, contrastando com o isolante, um ou mais 
elétrons por átomo estão livres para deslocarem-se a vontade através do material. 
(Em líquidos condutores como água salgada são os íons se movem.) Um condutor 
perfeito pode ser um material contendo uma fonte ilimitada de cargas livres. Na vida 
real não há condutores perfeitos, más, muitas substâncias chegam incrivelmente 
próximas. Desta definição as propriedades ideais dos condutores seguem 
imediatamente: 
 
  (i) E = 0 dentro de um condutor. Porque? Por que se houvesse algum 
campo, aquelas cargas livres se moveriam, e não existiria mais eletrostática. Bem... 
esta é uma explicação pouco satisfatória; talvez o que ela toda prova é que você não 
pode ter eletrostática quando condutores estão presentes. Temos que examinar 
melhor o que acontece quando você coloca um condutor em um campo elétrico 
externo uniforme E0 (Fig. 2.42). Inicialmente, ele irá conduzir qualquer carga livre 
positiva para a direita, e as negativas para a esquerda. (Na prática, são somente as 
cargas negativas – os elétrons – que realizam movimento, mas quando eles partem 
do lado direito este é deixado com uma carga líquida positiva – os núcleos 
estacionários – assim, qual o curso do movimento não importa realmente; o efeito é 
o mesmo.) Quando eles chegam a borda do material, as cargas empilham-se: 
positivas sobre o lado direito e negativas sobre o lado esquerdo. Agora, estas cargas 
induzidas geram um campo sobre elas mesmas, E1, o qual, como você pode ver na 
figura, está em direção oposta à E0. Este é o ponto crucial, isto significa que o 
campo das cargas induzidas tende a cancelar o campo original. As cargas irão 
continuar a deslocarem-se até o completo cancelamento entre os campos, e o campo 
resultante dentro do condutor será zero. O processo todo é praticamente instantâneo. 

 
 

 
 

[Figura 2.42] 
 



(ii) ρ = 0 dentro do condutor. Isto segue da lei de Gauss: 0/ερ=⋅E∇ . Se 
, então ρ também é. Ainda haverá cargas por toda parte, más, exatamente 

tantas positivas quanto negativas, então a densidade líquida de carga no interior é 
zero. 

0=E

 
(iii) Qualquer carga líquida permanece na superfície. Esta é o único lugar 
onde elas podem estar. 
 
(iv) Um condutor está em um equipotencial. Se a e b são dois pontos qualquer 

dentro (ou na superfície) de um condutor, V , e 

conseqüentemente V(a) = V(b). 

( ) ( ) 0=⋅−=− ∫
b

a

dlEaVb

 
 

 
 

[Figura 2.43] 
 
(v) E é perpendicular à superfície, somente fora do condutor. Caso contrário, 
como em (i), a carga irá imediatamente fluir pela superfície até eliminar toda 
componente tangencial (Fig. 2.43). (Perpendicular à superfície, a carga não pode 
fluir, é claro, desde que ela esteja confinada a um objeto condutor.) 
 
  Eu acho que é estranho que a carga sobre um condutor flui para a superfície. 
Por causa da sua mutua repulsão, a carga naturalmente se espelha de muitas 
maneiras possíveis, mas todas elas irem para a superfície sugere um desperdício do 
espaço interior. Seguramente nós poderíamos fazer melhor, do ponto de vista de 
dispor cada carga o mais distante possível de suas vizinhas, borrifar alguns delas ao 
longo do volume... Bem, isto não é simplesmente assim. Você fará melhor 
colocando todas as cargas sobre a superfície, e isto é verdade desconsiderando o 
tamanho ou forma do condutor. 
 O problema pode também ser formulado em termos de energia. Como qualquer 
outro sistema dinâmico livre, a carga sobre um condutor irá assumir uma 
configuração que minimize sua energia potencial. O que (iii) efetivamente 
estabelece é que a energia eletrostática de um objeto sólido (com uma forma 
especifica e carga total) possui um valor mínimo quando a carga esta espalhada 
sobre a superfície. Por exemplo, a energia de uma esfera é ( )( )Rq /8/1 2

0πε  se a 
carga estiver uniformemente distribuída sobre a sua superfície como encontramos 



no Ex. 2.8, más, ela é maior, ( )( )Rq /20/3 2
0πε , se a carga está uniformemente 

distribuída pelo volume (Prob. 2.32). 

induzidaenc qq +=

 
 
 

2.5.2. Cargas Induzidas 
 

Se você segurar uma carga +q próximo a um condutor descarregado (Fig. 2.44), os 
dois irão atrair-se um em direção ao outro. A razão para isto é que no condutor, do 
lado mais próximo de q, cargas negativas serão puxadas para superfície, e para o 
lado mais distante de q cargas positivas serão repelidas. (Uma outra maneira de 
pensar sobre isto é que as cargas movem-se de um modo que cancele o campo de q 
dentro do condutor, onde o campo total deve ser zero.) Como a carga negativa 
induzida esteja mais próxima de q, há uma força líquida de atração. (No Capítulo 3 
nos calcularemos esta força explicitamente, para o caso de um condutor esférico.) 
 
 

   
 

[Figura 2.44]   [Figura 2.45] 
 
 Deste modo, quando falo de um campo, carga, ou potencial “dentro” de um 
condutor, eu quero dizer na “carne” do condutor; Se há alguma cavidade no 
condutor, a e dentro da cavidade há alguma carga, então o campo dentro da 
cavidade não será zero. Más, de uma maneira notável a cavidade e seu conteúdo 
estão de alguma maneira eletricamente isoladas do mundo exterior pelo envoltório 
condutor (Fig. 2.45). Nenhum campo externo penetra no condutor; ele é cancelado 
pela indução de cargas na superfície externa. Similarmente o campo devido às 
cargas dentro da cavidade é eliminado, em todos os pontos exteriores, pela indução 
de cargas na superfície interna. (Entretanto, a carga restante sobre a superfície 
externa do condutor efetivamente “comunica” a presença da carga q para o mundo 
externo como nós podemos ver no Ex. 2.9) Acidentalmente, a carga total induzida 
sobre a parede da cavidade é igual e oposta a carga dentro, por isso se envolvermos 
a cavidade com uma superfície Gaussiana, todos os pontos que estão no condutor 
(Fig. 2.45), 0=⋅∫ daE , e conseqüentemente (pela lei de Gauss) a carga liquida 

envolvida deve ser zero. Mas Q , então qqinduzida −= . 
 



Exemplo 2.9 
 

Uma esfera condutora descarregada centrada na origem tem uma cavidade de 
forma estranha esculpida dentro dela (Fig. 2.46). Em algum lugar dentro da 
cavidade está uma carga q. Pergunta: Qual é o campo fora da esfera? 

 
 

 
 

[Figura 2.46] 
 

Solução: A primeira vista pode parecer que sua resposta depende da forma 
da cavidade e da distribuição da carga. Más, isto está errado: A resposta é 

 

r
r
qE ˆ

4
1

2
0πε

=  

 
como esperado. O condutor oculta de nós toda informação envolvendo a 
natureza da cavidade, revelando somente a carga total contida nela. Como 
isto pode acontecer? Bem, a carga +q induz uma carga oposta –q sobre a 
parede da cavidade, que se distribui de uma maneira que seu campo cancela 
o campo de +q para todos os pontos exteriores à parede da cavidade. Como o 
condutor não possui uma carga liquida, temos que uma carga +q distribui-se 
sozinha uniformemente sobre a superfície da esfera. (Ela está distribuída 
uniformemente porque a influência assimétrica da carga pontual +q é negada 
por aquela da carga –q induzida sobre a superfície interna.) Para pontos 
exteriores a esfera, então, a única coisa que resta é o campo devido a +q, 
uniformemente distribuído sobre a superfície externa. 

Pode o ocorrer à você, com respeito a este argumento, que o seguinte 
desafie esteja aberto: Há de fato três campos atuando aqui, Eq, Einduzido, e 
Erestante. Todos sabemos que a soma dos três é zero no interior do condutor, 
eu já reivindiquei que os primeiros dois cancelam-se sozinhos, enquanto o 
terceiro é separadamente zero aqui. Contudo, mesmo se os dois primeiro 
cancelam-se dentro do condutor, como pode-se dizer que eles ainda 
cancelam-se para pontos fora? Afinal de contas, eles não cancelam-se para 
pontos dentro da cavidade. Não posso dar-lhes uma resposta completamente 
satisfatória neste momento, mas isto pelo menos é verdade: Existe um mode 
de distribuir –q sobre a superfície interna tal que cancela o campo de q para 
todos os pontos exteriores. Para aquela mesma cavidade pode ter sido 



esculpida uma enorme esfera condutora com um raio de 27 milhas ou anos 
luz ou mais. Neste caso a carga +q restante sobre a superfície externa está 
simplesmente muito longe para produzir um campo significante, e os outros 
dois campos teriam que realizarem o cancelamento sozinhos. Então sabemos 
que eles cancelam-se... mas nós estamos seguros de que eles escolhem fazer 
isso? Talvez para pequenas esferas a natureza prefira algum cancelamento 
tridimensional mais complicado. Como veremos no teorema da unicidade do 
Capítulo 3, a eletrostática é muito mesquinha com suas opções; existe 
precisamente sempre um único modo – e não mais – de distribuir a carga 
sobre um condutor tal que o campo no seu interior seja tornado zero. Tendo 
encontrado uma moda possível, estamos garantindo que nenhuma outro 
alternativa existe nem em principio. 

 
 

Se a cavidade envolvida pelo material condutor está livre de carga, então o 
campo dentro da cavidade é zero. Qualquer linha que tenha um começo e um fim 
sobre as paredes da cavidade, indo de uma carga positiva à uma carga negativa (Fig. 
2.47). Deixando que a linha de campo seja parte de um contorno fechado, o resto 
qual está inteiramente dentro do condutor (onde E = 0), a integral 

 
 

 
 

[Figura 2.47] 
 

0=⋅∫ dlE  é distintamente positiva, violando a Eq. 2.19. Segue que E = 0 dentro da 
cavidade vazia, e há de fato nenhuma carga sobre a superfície da cavidade. (É por 
isso que você permanece relativamente seguro dentro de um carro de metal durante 
um temporal – você pode cozinhar, se a descarga de um raio atingi-lo, más não será 
eletrocutado. O mesmo principio aplica-se ao deslocamento de um aparato sensível 
dentro de uma gaiola de Faraday, protegido de campos elétricos perdidos 
exteriores. Na prática, o encerramento não pode ser um condutor sólido - arames de 
cercados para galinha freqüentemente bastará.) 

 
 

Problema 2.35 Uma esfera metálica de raio R, carregada com uma carga q, 
é envolvida por uma fina casca esférica metálica (de raio interno a, raio 
externo b, como na Fig. 2.48). A casca não possui carga liquida. 

 



(a) Encontre a densidade de carga superficial σ para R, para a , a para b. 
 

(b) Encontre o potencial na centro, usando o infinito como ponto de 
referência. 

 
(c) Agora a superfície externa é toada a um acabo de aterramento, que leva 
seu potencia à zero (o mesmo que no infinito). Como ficam as respostas de 
(a) e (b)? 

 
Problema 2.36 Duas cavidades esféricas, de raio a e b, são escavadas no 
interior de uma esfera (neutra) condutor de raio R (Fig. 2.49). No centro de 
cada uma das cavidades uma carga pontual é colocada – chamemos estas 
cargas qa e qb. 

 
(a) Encontre as densidades superficiais de carga σa, σb, e σR. 

 
(b) Qual é o campo fora do condutor? 

 
(c) Qual é o campo dentro de cada cavidade? 

 
(d) Qual é a força sobre qa e qb? 

 
(e) Quais destas respostas pode mudar se uma terceira carga, qc, é 
aproximada do condutor? 

 
 
 

   
 

[Figura 2.48]   [Figura  2.49] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2.5.3. Superfícies de Carga e Força sobre um Condutor 
 

Porque o campo dentro de um condutor é zero, a condição de contorno 2.33 requer 
que o campo imediatamente fora seja 
 

nE ˆ
0ε
σ

= ,   (2.48) 

 
Consistente com nossa primeira conclusão que o campo é normal a superfície. Em 
termos de potencial, Eq. 2.36 estabelece 
 

n
V
∂
∂

−= 0εσ .   (2.49) 

 
Estas equações habilitam você a calcular a carga da superfície de um condutor, se 
você pode determinar E ou V; usaremos ales freqüentemente no próximo capitulo. 
  Na presença de um campo elétrico, uma superfície de carga ará, 
naturalmente, experimentar uma força; a força por unidade de área, f, é σE. Más, há 
um problema aqui, o campo elétrico é descontínuo para uma superfície de carga, 
então qual valor iremos supostamente usar: Eacima, Eabaixo, ou algum intermediário? 
A resposta é que podemos usar a média dos dois valores: 
 

( abaixoacimamedio EEEf +== σσ
2
1 ) .  (2.50) 

 
Por que a média? A razão é muito simples, embora a explicação soe complicado: 
Foquemos nossa atenção sobre um pequeno caminho da superfície envolvendo o 
ponto em questão (Fig. 2.50). Torne-o fino o suficiente  até que ele seja 
essencialmente plano e a superfície de carga sobre ele seja essencialmente 
constante. O campo total consiste de duas partes – aquela atribuída ao caminho 
apenas, a aquela devido a todas as outras coisas (outras regiões da superfície, bem 
como a muitas fontes externas que podem estar presentes): 
 

otherpatch EEE += . 
 
Agora, o caminho não pode exercer uma força sobre ele mesmo, any more than you 
can lift yourself by standing in a basket and pulling up on the handles. A força sobre 
o caminho, então, é devido exclusivamente a Eoutro, e este não sofre descontinuidade 
(se removermos o caminho, o campo no “buraco” no buraco será perfeitamente 
suave). A descontinuidade é devido inteiramente a carga sobre o caminho, que põe 
fora um campo (σ/2ε0) sobre ambos os lados, apontando para longe da superfície  
 
 



 
 

[Fig. 2.50]. 
 
Assim, 
 
XXX 
 
XXX 
 
E conseqüentemente 
 
XXX 
 
O cálculo da média é realmente um recurso para remover a contribuição do caminho 
sozinho. 
  Este argumento aplica-se a qualquer superfície de carga; no caso particular 
de um condutor, o campo é zero dentro e (σ/ε0)n fora (Eq. 2.48), então a média é 
(σ/2ε0)n, e a força por unidade de área é 
 

nf ˆ
2
1 2

0

σ
ε

=    (2.51) 

 
Esta quantidade para um externo de pressão eletrostática sobre a superfície, tende 
a puxar o condutor dentro de um campo elétrico, de acordo com o sinal de σ. 
Expressando a pressão em termos do campo somente abaixo da superfície, 
 

20

2
EP ε

=    (2.52) 

 
 
 
 

Problema 2.37 Duas largas placas metálicas (cada uma com área A) 
são mantidas separadas por uma distância d. Suponha que colocamos uma 
carga Q sobre cada uma das placas; Qual é a pressão eletrostáticas sobre as 
placas? 

 



Problema 2.38 Uma esfera de metal de raio R está carregada com uma 
carga total Q. Qual a força de repulsão entre o hemisfério “setentrional” e o 
hemisfério “meridional”? 

 
 
 

2.5.4. Capacitores 
 

Suponhamos que temos dois condutores, e colocamos uma carga +Q em um e –Q no 
outro (Fig. 2.51). Desde que V é constante sobre cada um dos condutores, podemos 
falar sem ambigüidade da diferença de potencial entre eles então: 

 

∫
+

−
−+ ⋅−=−= dlEVVV . 

 
Não sabemos como a carga se distribui sobre os dois condutores, e o calculo do 
campo seria uma bagunça, se sua forma for complicada, mas isto é mais do que 
queremos saber: E é proporcional a Q. Para E dado pela lei de Coulomb: 
 

∫= τρ
πε

dr
r

E ˆ
4

1
2

0

. 

 
 

 
 

[Figura 2.51] 
 
então se você dobra ρ, você dobra E. (Espere um minuto! Como sabemos que 
dobrando Q (e também –Q) simplesmente dobramos ρ? Talvez a carga se mova para 
uma configuração completamente diferente, quadruplicando ρ em alguns lugares  e 
reduzindo-o a metade em outros, então somente a carga total sobre cada condutor é 
dobrada. O fato é que este conceito está injustificado – o dobro de Q não dobra ρ em 
todos os lugares; ele não desloca a carga por todas as partes. A prova disto será dada 
no Capítulo 3; pó enquanto você somente terá que acreditar em mim.) 
Como que E é proporcional a Q, então V também é. A constante de 
proporcionalidade é chamada capacitância do arranjo: 
 

V
QC ≡ .    (2.53) 

 
Capacitância é uma grandeza puramente geométrica, determinada pelo tamanho, 
forma, e separação dos dois condutores. No sistema internacional de unidades (SI), 



C é quantificado em farads (F); um farad é um Coulomb por volt. Atualmente, isto 
está mudado por ser inconvenientemente; unidades mais práticas são o microfarad 
(10-6 F) e o picofarad (10-12 F). 
  Note que V é, por definição, o potencial do condutor positivo menos o do 
negativo; do mesmo modo, Q é a carga do condutor positivo. Conseqüentemente 
capacitância é intrinsecamente uma quantidade positiva. (A propósito, você irá 
ocasionalmente ouvir alguém falar da capacitância de um único condutor. Neste 
caso o “segundo condutor,” com a carga negativa, é uma esfera imaginária com raio 
infinito envolvendo este único condutor. Ela não contribui para o campo, então a 
capacitância é dada pela Eq. 2.53, onde V é o potencial de um ponto com referência 
no infinito.) 
 
 
 
 
Exemplo 2.10 
 

Encontre a capacitância de um “capacitor de placas planas paralelas” que 
consiste de duas superfícies de metal de área A separadas por uma distância 
d (Fig. 2.52). 
 

 

 
 

[Figura 2.52] 
 
Solução: Se colocarmos +Q na placa de cima e –Q na placa de baixo, a 
carga irá espalhar-se uniformemente sobre as duas superfícies, contanto que 
a área seja razoavelmente grande e a separação pequena.10 A densidade de 
carga superficial, então, é σ = Q/A no plano de cima, e então o campo, de 
acordo com o Ex. 2.5, é XXX. A diferença de potencial entre as placas 
planas é então 
 

d
A
QV

0ε
= . 

 
e conseqüentemente 
 

d
d

AC 0ε= .   (2.54) 

 
Se, por exemplo, são quadrados com lados de 1cm de comprimento, e estão 
separadas por 1mm, então a capacitância é 9 x 10-13 F. 



 
 

 
 

Exemplo 2.11 
 
 
Encontre a capacitância de duas cascas esférica metálicas concêntricas, com 
raios a e b. 
 
Solução: Colocando uma carga +Q sobre na esfera interna, -Q sobre a 
externa. O campo entre as esferas é 
 

r
r
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4
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= . 

 
então a diferença de potencial entre elas é 
 







 −=−=⋅−= ∫∫ ba
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Como prometido, V é proporcional a Q; a capacitância é 
 

( )ab
ab

V
QC

−
== 04πε . 

 
 

 
Para “carregar” um capacitor, você tem que retirar elétrons da placa positiva 

e move-los para a placa negativa. Fazendo isso você lutará contra o campo elétrico, 
o qual está puxando eles de volta do condutor positivo para o negativo. Quanto 
trabalho é executado, então, para carregar um capacitor com uma carga final Q? 
Suponhamos que para algum estágio intermediário no processo a carga sobre a 
placa plana positiva é q, tal que a diferença de potencial é q/C. De acordo com a Eq. 
2.38, o trabalho que deve ser executado para transportar a próxima quantidade de 
carga, dq, é 

 

dq
C
qdW 





= . 

 
 O trabalho total necessário, então, para ir de q = 0 à q = Q, é 
 



C
Qdq

C
qW

Q 2

0 2
1

=





= ∫ , 

 
 ou, desde que Q = CV, 
 

2

2
1 CVW = ,   (2.55) 

 
 onde V é o potencial final do capacitor. 
 
 
Mais Problemas Sobre o Capitulo 2 
 
Problema 2.41 Encontre o compo elétrico a uma altura z acima do centro de uma lamina 
quadrada (lado a) carregada com uma densidade de carga superficial uniforme σ. Cheque 
seu resultado para o caso limite a → (infinito) e z (muito maior). 
 

1}])/2z(a1){(4/π{(4/2/(  :[Resposta 221
0 −+−εσ  

 
Problema 2.42 Se o campo elétrico em alguma região é dado (em coordenadas esféricas) 
pela expressão 
 

r
BsenθsenA)(

^^
φφ+

=
rrE

 
 

onde A e B são constantes, qual é a densidade de carga? [Resposta  ]/)sen( : 2
0 rBA φε −

 
Problema 2.43 Encontre a força líquida que o hemisfério sul de uma esfera uniformemente 
carregada exerce sobre o hemisfério norte. Expresse sua resposta em termos do raio R e da 

carga total Q. [Resposta  )]16/3)((1/4: 22
0 RQπε

 
Problema 2.44 Uma bacia hemisférica invertida de raio R possui uma densidade de carga 
superficial uniforme σ. Encontre a diferença de potencial entre o “pólo norte e o centro. 

)]12)(2/R( :[Resposta 0 −εσ  
 
Problema 2.45 Uma esfera de raio R possui uma densidade de carga ρ(r) = kr (onde k é uma 
constante). Encontre a energia da configuração. Cheque sua resposta calculado ela por meio 

de, pelo menos, duas maneiras diferentes. [Resposta  ]/7Rk : 0
72 επ

 
Problema 2.46 O potencial elétrico de alguma configuração é dado pela expressão 
 



r
r

r-eA)V(
λ

=
 

 
onde A e λ são constantes. Encontre o campo elétrico E(r), a densidade de carga ρ(r), e a 

carga total Q. [Resposta  /r)]e-(r)A(4ερ  : r-23
0

λλπδ=

 
 
 

   
 

[Figura 2.54]    [Figura 2.55] 


	Condutores
	Propriedades Básicas
	Cargas Induzidas

	Exemplo 2.9
	
	Superfícies de Carga e Força sobre um Condutor
	Capacitores
	Mais Problemas Sobre o Capitulo 2





Olívio-TesslerF809_RF(trad2-4).pdf
2.4. Trabalho e Energia em Eletrostática 
 

2.4.1. O Trabalho Executado Para Mover uma Carga 
 
Suponha que você tenha uma configuração de cargas estacionárias, e você 

queira mover uma carga teste Q de um ponto a à um ponto b (Fig. 2.39). Pergunta: 
Quanto trabalho você terá que fazer? Para qualquer ponto ao longo do caminho, a 
força elétrica sobre Q é F = QE; a força que você deve exercer em oposição a esta 
força é –QE. (Se o sinal o aborrece, pense em erguer um tijolo: A gravidade exerce 
uma força mg para baixo, más, você exerce uma força mg para cima. É claro, você 
pode aplicar uma força até maior – então o tijolo irá acelerar, e uma parte 

 
 

 
 

[Figura 2.39] 
 

 
do seu esforço seria convertida em energia cinética. O que estamos 

interessados aqui exercer a mínima força necessária para executar o trabalho.) O 
trabalho é desse modo 

( ) ( )[ ]aVbVQdlEQdlFW
b

a

b

a

−=⋅−=⋅−= ∫∫ . 

Note que a resposta é independente do caminho que você toma para ir de a à b; em 
mecânica, então, podemos chamar a força eletrostática de “conservativa”. Dividindo 
por Q, temos 

( ) ( )
Q
WaVbV =−   (2.38) 

 
Em palavras, a diferença de potencial entre dois pontos a e b é igual ao 

trabalho por unidade de carga requerido para levar uma partícula de a à b. Em 
particular, se você quer trazer a carga Q de um ponto muito distante e prega-la em um 
ponto r, o trabalho que você deve fazer é 

( ) ( )[ ]∞−= VrVQW  
então, se tem um ponto de referência no infinito, 

( )rQVW =  
Neste sentido potencial é energia potencial (o trabalho exigido para criar um 

sistema) por unidade de carga (somente o campo é a força por unidade de área). 
 
 
 



2.4.2. A Energia de uma Distribuição de Cargas 
Pontuais 

 
Quanto trabalho você deve fazer para juntar uma coleção inteira de cargas 

pontuais? Imagine-se trazendo as cargas, uma por uma, de um ponto muito distante 
(Fig. 2.40). A primeira carga, q1, requer nenhum trabalho, desde que já não exista 
campo contra o qual se opor. Agora trazendo q2. De acordo com a Eq. 2.39, isto irá 
custar a você q2V1(r2), onde V1 é o potencial devido a carga q1, e r2 é o local onde 
você está colocando q2: 
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[Figura 2.40] 
 

(  é a distância entre q12r 1 e q2 uma vez que elas já estejam na posição definitiva). 
Agora trazendo q3; isto requer o trabalho q3V1,2(r3), onde V1,2 é o potencial devido as 
cargas q1 e q2, isto é, (1/4πε0)(q1/ +q13r 2/ ). Assim 23r
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Similarmente, o trabalho extra para trazer q4 será 
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O trabalho total necessário para trazer a quinta carga, então, é 
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Veja você a regra geral: Tome o produto de cada par de cargas, divida por sua 
distância de separação, e some tudo: 
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A estipulação j > i é somente para lembra-lo de não contar o mesmo par duas 

vezes. Um modo mais agradável para realizar o mesmo propósito é intencionalmente 
contar cada par duas vezes, e então dividir por 2: 
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(devemos evitar i = j, é claro). Note que nesta forma a resposta claramente não 
depende da ordem na qual você junta as cargas, dado que cada par ocorre na 
soma. Em seguida permita-me tirar o fator qi: 
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O termo em parêntesis é o potencial para um ponto ri (a posição de qi) devido 
a todas as outras cargas – todas elas, agora, não somente aquelas que estão 
presentes em algum estágio construtivo do processo. Assim, 
 

( )∑
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ii rVqW

12
1 .  (2.42) 

 
Este é o quanto de trabalho você deve fazer para juntar uma configuração de 
cargas pontuais; ele é também a quantidade de trabalho que você deve 
conseguir se você desmantelar o sistema. No entanto ele representa a energia 
armazenada na configuração (energia “potencial”, se você preferir, embora por 
razões óbvias eu prefira evitar esta palavra neste contexto). 
 
 

 

Problema 2.31 
(a) Três cargas estão situadas nos cantos de um quadrado 
(de lado a), como mostrado na Fig. 2.41. Quanto trabalho deve 
ser feito para trazer uma outra carga, +q, de um ponto muito 
distante e coloca-la no quarto canto? 
 
(b) Quanto trabalho é executado para juntar toda a 

configuração de quatro cargas? 
 

 

 
 

[Figura 2.41] 
 
 
 



2.4.3. A energia de uma distribuição de carga 
contínua 

 
Para uma densidade de carga volumétrica ρ, a Eq. 2.4.2 é 

 

∫= τρ dVW
2
1 .  (2.43) 

 
(As integrais correspondentes para as cargas linear e superficial seriam 
 e , respectivamente.) Existe uma maneira graciosa de reescrever esse 

resultado, no qual ρ e V são eliminados em favor de E. Primeiro, use a Lei de Gauss 
para expressar ρ em função de E: 

∫ dlVλ daV∫σ

 

E⋅∇= 0ερ , então ( )∫ ⋅∇= τε dVE
2
0W . 

 
Agora use a integração por partes para transferir a derivada de E para V: 

 

( )[ ]∫∫ ⋅+∇⋅−= daVEdVEW τε
2
0 . 

 
Mas EV −=∇ , então 
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 .  (2.44) 

 
Mas que volume é esse que estamos integrando? Vamos voltar a equação com 

a qual começamos, a Eq. 2.43.  Derivando esta fórmula, fica claro que deveríamos 
integrar a região onde a carga está localizada. Mas na realidade, qualquer volume 
maior faria o mesmo: O território “extra” que inserirmos não contribuirá em nada para 
a integral, desde que lá ρ = 0. Com isso em mente, vamos voltar à Eq. 2.44. O que 
acontece aqui, quando aumentamos o volume além do mínimo necessário para conter 
toda a carga? Bem, a integral de E2 pode apenas aumentar (o integrando sendo 
positivo); evidentemente a integral de superfície deve diminuir correspondentemente 
para manter a soma inalterada. De fato, a maiores distâncias da carga, o E decresce 
proporcionalmente a 1/r2 e V a 1/r, enquanto a área da superfície cresce de r2. Falando 
grosseiramente, então, a integral superficial diminui a 1/r. Por favor, entenda que a 
Eq. 2.44 nos dá a energia correta W, porém a integral volumétrica cresce, e a integral 
superficial diminui, ao passo que aumentamos mais e mais o volume. Em particular, 
por que não integrar em todo o espaço? Neste caso, a integral superficial vai a zero, e 
assim temos 
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Exemplo 2.8 
 
Encontre a energia de uma casca esférica uniformemente carregada de carga total q e 
raio R. 
 
Solução 1: Use a Eq. 2.43, na versão apropriada para cargas superficiais: 
 

∫= daVW σ
2
1  

Agora, o potencial na superfície dessa esfera é (1/4πε0)q/r  (uma constante), então 
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Solução 2: Use a Eq. 2.45. No interior da esfera, E = 0; no exterior, 
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Por isso, 
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Problema 2.32 Encontre a energia armazenada numa esfera sólida uniformemente 
carregada de raio R e carga q. Faça isso de três maneiras diferentes: 

(a) Esse a Eq. 2.43. Encontre o potencial no Prob. 2.21. 
(b) Use a Eq. 2.45. Não se esqueça de integrar sobre todo o espaço. 
(c) Use a Eq. 2.44. Tome um volume esférico de raio a. Note o que acontece 

quando a → ∞. 
 
Problema 2.33 Aqui está uma quarta maneira de calcular a energia de uma esfera 
carregada uniformemente: Monte a esfera camada por camada, a cada vez com uma 
carga infinitesimal dq .... 
 
 
 
 



2.4.4. Comentários sobre a Energia Eletrostática 
 
(i) Uma “inconsistência” perplexa. A Eq. 2.45 implica claramente que a energia 

de uma distribuição de carga estacionária é sempre positiva. Porém, a Eq. 2.42 (da 
qual 2.45 foi de fato derivada), pode ser positiva ou negativa. Por exemplo, de acordo 
com 2.42, a energia de duas cargas iguais, porém opostas a uma distância r entre si 
seria –(1/4πε0)(q2/r). O que está errado? Qual equação está correta? 

A resposta é que ambas as equações estão corretas, mas elas pertencem a situações 
sensivelmente diferentes. A Eq. 2.42 não leva em conta o trabalho necessário para 
fazer as cargas pontuais em primeiro lugar; nós começamos com cargas pontuais e 
simplesmente encontramos o trabalho necessário para fazer com que fiquem unidas. 

Essa é política sábia, desde que a Eq. 2.45 indique que a energia de uma carga 
pontual é de fato infinita: 
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A Eq.2.45 é mais completa, ao passo que nos dá a energia total armazenada numa 

configuração de carga, mas a Eq. 2.42 é mais apropriada quando lidamos com cargas 
pontuais, porque nós preferimos (por uma boa razão!) deixar aquela porção da energia 
total que é atribuida à fabricação das cargas pontuais. Na prática, depois de tudo, as 
cargas pontuais (digo, elétrons) nos são dadas já prontas; tudo o que fazemos é move-
las. Uma vez que nós não as agrupamos, e não podemos desagrupá-las, é imaterial a 
quantidade de trabalho que o processo poderia envolver. (Ainda, a energia infinita de 
uma carga pontual é uma fonte ocorrendo periodicamente, embaraçoso para a teoria 
eletromagnética, afligindo a versão quântica bem como a clássica. Devemos retornar 
ao problema no capítulo 11.) 

Agora você deve imaginar onde a inconsistência crep into uma derivada 
aparentemente water-tight. A “falha” está entre as Eqs. 2.42 e 2.43: Na primeira, V(ri) 
representa o potencial dado a todas as outras cargas, mas não qi, enquanto que na 
última, V(r) é o potencial completo. Para uma distribuição continua não há distinção, 
desde que a quantidade de carga no ponto r é pequena e sua contribuição para o 
potencial é zero. 

(ii) Onde a energia está armazenada? As equações 2.43 e 2.45 oferecem duas 
maneiras distintas de calcular a mesma coisa. A primeira é uma integral sobre a 
distribuição de carga; a segunda é uma integral sobre o campo. Estas podem envolver 
completamente regiões diferentes. Por exemplo, no caso de uma casca esférica (Ex. 
2.8) a carga está confinada na superfície, porém o campo elétrico está presente em 
todas as áreas fora desta superfície. Onde está a energia, então? Ela está armazenada 
no campo, como a Eq. 2.45 parece sugerir, ou está armazenada na carga, como a Eq. 
2.43 coloca? Neste nível, esta é apenas uma pergunta sem resposta: Eu posso dizer o 
que é a energia total e eu posso mostrar diferentes maneiras de calcula-la, mas é 
desnecessário se preocupar sobre onde esta energia está localizada. No contexto da 
teoria da radiação (Capítulo 11) é útil ( e na Relatividade Geral  é essencial) 
considerar a energia como sendo armazenada no campo, com a densidade 

 

=20

2
Eε energia por unidade de volume   (2.46) 

 



Mas na eletrostática alguém poderia simplesmente dizer que ela está armazenada 
na carga, com uma densidade ρV/2. A diferença é puramente uma questão de 
contabilidade. 

 
(iii) O princípio da superposição. Pelo fato de a energia eletrostática ser 

quadrática nos campos, ela não obedece o princípio da superposição. A energia de um 
sistema composto não é a soma das energias de suas partes consideradas 
separadamente – existem também “termos cruzados”: 
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Por exemplo, se você dobrar todas as cargas, você quadruplica a energia total. 
 
 
Problema 2.34 
Considere duas cascas esféricas concêntricas, de raio a e b. Suponha que a interna 

carrega uma carga q e a outra uma carga –q (ambas são uniformemente distribuídas 
sobre a superfície). Calcule a energia desta configuração, (a) usando a Eq. 2.45, e (b) 
usando a Eq. 2.47 e os resultados do Ex. 2.8. 
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Relatório Final 

Projeto de Instrumentação para Ensino 
 
Aluno: Olívio de Almeida Vieira ra: 002259 
Orientador: Leandro Tessler 
 

Introdução e Resumo 
 
Em geral, os autores de livros de ensino superior, principalmente os de Física, são 

do exterior, e publicam em inglês ou espanhol, por serem as línguas mais comuns e 
populares do mundo. Por causa disso, é muito difícil para nós estudantes brasileiros 
encontrarmos boas referências já escritas, originalmente, em português ou já traduzidas 
para nossa língua. 

Neste projeto de instrumentação para ensino, encaramos como principal 
instrumento de ensino os livros e artigos escolhidos pelos professores como referência 
bibliográfica para suas disciplinas. Tendo isso em mente podemos, agora, pensar também 
no quanto ouvimos falar do quão difícil são as disciplinas dos cursos superiores de física, 
e somar a essa dificuldade de entender os conceitos físicos ainda, na maioria das vezes, 
ainda encarar as dificuldades oferecidas por estudar em livros escritos em outras línguas. 

Nosso projeto propõe a tradução de um dos capítulos de um dos livros adotados 
na disciplina F_502 (Eletromagnetismo I): INTRODUCTION TO ELETRODYNAMICS 
Third Edition, escrito por David J. Griffiths, conhecido entre os alunos apenas por 
Griffiths. 

A escolha da disciplina F_502 se deve ao fato desta ser uma das disciplinas 
profissionalizantes básicas mais importantes dos cursos de física, enquanto que a escolha 
do livro se deve principalmente ao tipo de linguagem escolhida pelo autor para escrevê-
lo, ele opta por uma linguagem mais coloquial e próxima do leitor o que o torna mais 
fácil de ser entendido, enquanto o que os outros autores preferem escrever seus textos de 
maneira formal e rebuscada. 

 
 Escolhemos trabalhar com o segundo capítulo do livro pois o primeiro trata 

apenas de uma revisão das ferramentas matemáticas utilizados no restante do livro. 
Então, a parte do livro que trata de eletromagnetismo começa neste segundo capítulo 
intitulado “Eletrostatics”(ou em português, “ eletrostática”). 

 
 

Descrição do Trabalho Realizado 
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2.3. Potencial Elétrico 
 

2.3.1. Introdução ao Potencial 
 

O campo elétrico E não é apenas uma antiga função vetorial qualquer; ela é um 

tipo de função vetorial muito especial, cujo rotacional é sempre nulo. E , por 
exemplo, não pode ser um campo eletrostático; nenhum conjunto de cargas, 
indiferentemente de seus tamanhos e posições, poderá produzir um tal campo. Nesta 
seção exploraremos esta propriedade especial dos campos elétricos para reduzi-los 
(encontrando E) um problema vetorial ao nível de um problema escalar muito simples. O 
primeiro teorema da seção 1.6.2 afirma que qualquer vetor cujo rotacional é nulo 
corresponde ao gradiente de algum escalar. O que vou fazer agora equivale a provar 
aquela reivindicação, no contexto da eletrostática. 

^
xy=

 

 

[Figura 2.30] 

Porque , a integral de linha de E ao redor de qualquer curva fechada é 
zero (o que segue do teorema de Stokes). Porque 

0=×∇ E

∫ =⋅ 0dlE , a integral de linha de E do 
ponto a ao ponto b é o mesmo para todos os caminhos (de outro modo você pode sair ao 
longo do caminho (i) e retornar ao longo do caminho (ii) – Fig. 2.30 – e obter 

∫ ≠⋅ 0dlE ). Porque a integral de linha é independente do caminho, nós podemos definir 
uma função 

∫
Θ

⋅−≡
r

lEr d)V( .  (2.21) 

Aqui  é algum ponto referencial padrão com do qual temos um conhecimento 
prévio; V  depende então somente do ponto r. Ele é chamado de potencial elétrico. 

Θ

Evidentemente, a diferença de potencial entre dois pontos a e b é 
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 Agora, o teorema fundamental para gradientes afirma que 
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então 

∫∫ −=∇
b

a

b
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lEl .dV).d( . 

Desde que, isto seja verdade para qualquer ponto a e b, o integrando deve ser 
igual: 

V−∇=E   (2.23) 
 

A equação 2.23 é a versão diferencial da Eq. 2.21; ela diz que o campo elétrico é o 
gradiente de um potencial elétrico, o que é o que nós assumimos provar. 

Note a independência sutil mas crucial desempenhada pela independência do 
caminho (ou, equivalentemente, o fato que 0=×∇ E ) nesta argumentação. Se a integral 
de linha de E depende do caminho tomado, então a definição de V, Eq. 2.21, não faria 
sentido. Ela simplesmente não definiria uma função, desde que a mudança do caminho 
poderia alterar o valor de V(r). A propósito não deixe o sinal negativo na Eq. 2.23 distrair 
você; ele deriva-se de 2.21 e é em grande parte uma maneira de conversão. 
 

2.3.2. Comentários sobre Potencial 
 
(i) O nome. A palavra “potencial” é um horrível erro de nomenclatura porque 

ela inevitavelmente lembra você da energia potencial. Isto é particularmente confuso, 
porque há uma conexão entre “potencial” e “energia potencial”, como você irá ver na 
seção. 2.4. Eu sinto muito que seja impossível escapar desta palavra. O melhor que posso 
fazer é insistir pela ultima vez que o “potencial” e a “energia potencial” são termos 
completamente diferentes e devem, por tudo que é direito, ter diferentes nomes. 
Incidentemente, uma superfície sob a qual o potencial é constante é chamada 
equipotencial. 

 
(ii) Vantagens da formulação de potencial. Se você conhece V, você pode 

facilmente encontrar E – somente tome o gradiente: V−∇=E . Isto é bastante 
extraordinário quando você parar para pensar sobre ele, para E um vetor quantidade (três 
componentes), mas V é um escalar (um componente). Como pode uma função 
possivelmente conter todas as informações que as três funções independentes levam? A 
resposta é que as três componentes de E não são realmente tão independentes como 
parecem; de fato, elas estão explicitamente relacionadas pela mesma condição com a que 
nós começamos, ∇ . Em termos de componentes, 0x =E
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Isto traz nos de volta a minha observação do começo da seção 2.3.1: E é um tipo 

de vetor muito especial: Que uma formulação potencial não explora esta característica 
com a máxima vantagem, reduzindo um problema vetorial a um problema escalar, no 
qual não há necessidade para exagerar com componentes. 
 

(iii) O ponto de referência Θ . Há uma ambigüidade essencial na definição 
de potencial, desde que as escolhas dos pontos de referências foram arbitrárias. Mudando 
quantitativamente os pontos de referências pela adição de uma constante K ao potencial: 

∫ ∫∫ +=−−=−=
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r
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r
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)V(K.d.d.d)V( rlElElEr , 

Onde K está na linha de integração de E do antigo ponto de referência ? para o 
novo ’. É claro, adicionando uma constante para V não irá afetar a diferença de 
potencial entre dois pontos: 

Θ

)V()V()(V')(V' abab −=− , 
desde que o K's cancelam fora. (Atualmente, ela já foi retirada da Eq. 2.22 que a 
diferença de potencial é independente de Θ , porque ela pode ser escrita como a integral 
de linha de E de a a b, com nenhum referencial a Θ .) Nem a ambigüidade afeta o 
gradiente de V: 

VV' ∇=∇ , 
desde que a derivada de uma constante é zero. Isto ocorre porque todos os Vs, diferindo 
somente pela escolha do ponto de referência, correspondem ao mesmo campo E. 

Evidentemente o potencial como tal não leva nenhuma real significação física, 
para a qualquer ponto determinado nós podemos ajustar seu valor à vontade por uma 
recolocação satisfatória de . Neste sentido ele é muito parecido com a altitude: Se eu 
lhe pergunto qual é a altura de Denver, você provavelmente vai me dar sua altura acima 
do nível do mar, porque este é um ponto de referência conveniente e tradicional. Mas nós 
pudemos tanto quanto nos for bem concordar em medir a altitude com ralação a 
Washington D.C., ou Greenwich, ou onde quer que queiramos. Isso somaria (ou, mais 
ainda, subtrairia) uma quantia fixa de todas nossas leituras baseadas no nível do mar, mas 
não mudaria nada no mundo real. A única quantidade de interesse intrínseco é a diferença 
na altitude entre dois pontos, a qual é a mesma qualquer que seja seu nível de referência. 

Θ

Tendo dito isto, contudo, há um lugar “natural” para usar Θ  em eletrostática – 
analogamente ao nível do mar para a altitude – e que é um ponto infinitamente distante da 
carga. Ordinariamente, então, nós “fixamos o zero de potencial no infinito.” (Desde que 
V( ) = 0, escolhendo um ponto de referência equivalente para um lugar seleto onde V é 
zero.) Mas eu o tenho que advertir que há uma circunstância especial na qual esta 
convenção falha: quando a própria distribuição estende-se ao infinito. O sintoma do 
problema, em tais casos, é que o potencial explode. Por exemplo, o campo de um plano 
uniformemente carregado é , como nós encontramos no Ex. 2.4; se nós 
puséssemos ingenuamente , então o potencial para uma altura z acima do plano 
torna-se 

Θ

n̂)(σσ/20
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O remédio é simplesmente escolher algum outro ponto de referência (neste 
problema você poderia usar a origem). Note que a dificuldade só acontece em problemas 
de livros; na "vida real" não há uma coisa com uma tal distribuição que segue 
infinitamente, e nós sempre podemos usar o infinito como nosso ponto de referência. 

 
(iv) O potencial obedece ao principio da sobreposição. O principio original da 

superposição da eletrodinâmica pertence a força que atua em uma carga de prova Q. Ele 
diz que a força total que age sobre Q é uma soma vetorial de forças atribuíveis a cada 
fonte de carga individualmente: 

F = F1 + F2 + ... 
Dividindo ambos os lados por Q, nos encontramos que o campo elétrico, também, 
obedece ao principio da superposição: 

E = E1 + E2 + ... 
Integrando de um ponto de referência comum a um ponto r, segue que o potencial 
também satisfaz tal principio: 

V = V1 + V2 + ... 
Isto é, o potencial para qualquer ponto é a soma dos potenciais devido a todas as fontes 
de carga separadamente. Somente desta vez ele é uma soma ordinária, não uma soma 
vetorial, que faz dele um elemento fácil de se trabalhar. 

 
(v) Unidade de Potencial. Em nossas unidades, força é medida em Newton e 

carga em Coulomb, então o campo elétrico é medido em Newton por Coulomb. 
Conseqüentemente, o potencial é medido em newton-metro por Coulomb. Um joule por 
Coulomb é chamado um volt. 

 
 
Exemplo 2.6 

Encontre o potencial dentro e fora de uma casca esférica de raio R (Fig. 
2.31), que está carregada com uma densidade superficial de carga 
uniforme. Ajuste o ponto de referência para o infinito. 

 

 
 

[Figura 2.31] 



 
Solução: Da lei de Gauss, o campo elétrico fora é 

r
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Onde q é a carga total sobre a esfera. O campo dentro é zero. Para pontos 
fora da esfera (r > R), 
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Para encontrar o potencial dentro da esfera (r < R), nós devemos dividir a 
integral em duas, usando em cada região o campo elétrica que prevalece: 
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Note que o potencial não é zero dentro da esfera, entretanto o 

campo é. V é uma constante nesta região, para assegurar que - isso 
é o que importa. Em problemas desse tipo você deve sempre trabalhar a 
sua maneira a partir do ponto de referência; é lá que o potencial é nulo. É 
uma tentativa de supor que você poderia descobrir o potencial dentro da 
esfera baseado apenas no campo, mas isso não é verdade: o potencial 
dentro da esfera é sensível ao que está acontecendo do lado de fora 
também. Se eu colocasse do lado de fora uma segunda casca carregada 
uniformemente de raio R’ > R, o potencial interior R mudaria, mesmo que, 
o campo ainda fosse zero. A lei de Gauss garante que a carga exterior de 
um dado ponto (que é no máximo r) não produz campo líquido num ponto, 
uma vez que ele é esfericamente ou cilindricamente simétrico; mas não 
existe tal regra para o potencial, quando o infinito é usado como ponto de 
referência. 

0=∇V

 
 

 
Problema 2.21 
Encontre o potencial dentro e fora de uma esfera sólida uniformemente carregada 
cujo raio vale R e cuja carga total é q. Use o infinito como ponto de referência. 
Calcule o gradiente de V em cada região, e cheque que ele representa o campo 
corretamente. Esboce V(r). 
 
Problema 2.22 
Encontre o potencial a uma distância s de um fio infinitamente longo e reto que 
está carregado com uma densidade de carga linear uniforme λ. Calcule o gradiente 
do seu potencial, e cheque que ele representa o campo corretamente. 
 
Problema 2.23  
Para a configuração de carga do Prob. 2.15, encontre o potencial no centro, 
usando o infinito como ponto de referência. 



 
 
Problema 2.24  
Para a configuração do Prob. 2.16, encontre a diferença de potencial entre um 
ponto sobre o eixo e um ponto sobre o cilindro externo. Note que não é necessário 
comprometer-se com um ponto de referência particular se você usar a Eq. 2.22. 

 
 

2.3.3. Equação de Poisson e Equação de Laplace 
 
Nós encontramos na sessão 2.3.1 que o campo elétrico pode ser escrito como o 

gradiente de um potencial escalar. 
VE ∇−= . 

A seguinte questão surge: Qual a equação fundamental para E, 

0ε
ρ

=⋅∇ E  e 0=×∇ E  

como ela parece, em termos de V? Bem, ( ) VVE 2∇−=∇−⋅∇=⋅∇ , então, aparte daquele 
persistente sinal de menos, o divergente de E é o laplaciano de V. A lei de Gauss diz 
então que 

0

2

ε
ρ

−=∇ V .  (2.24) 

Isto é conhecido como a equação de Poisson. Em regiões onde não há carga, tal 
que ρ = 0, a equação de Poisson se reduz à equação de Laplace, 

02 =∇ V .  (2.25) 
Nós exploraremos esta equação mais profundamente no Capítulo 3. 
 Por enquanto isto é suficiente para a lei de Gauss. E sobre a lei do 
rotacional? Ela diz que 

( )VE ∇−×∇=×∇  
deve ser zero. Mas esta não é uma condição em V – o rotacional de um gradiente 
deve ser sempre zero. É claro, nós usamos a lei do rotacional para mostrar que E 
pode ser expresso como o gradiente de um escalar, então não é realmente 
surpreendente que isto funcione: 0=×∇ E  permite VE ∇−= ; em compensação, 

 garante . É preciso apenas uma equação diferencial (a de 
Poisson) para determinar V, porque V é um escalar; para E são necessárias duas 
equações, a da divergência e a do rotacional. 

VE ∇−= 0=×∇ E

 

2.3.4. O Potencial de uma Distribuição Localizada de 
Cargas  

 
Eu defini V em termos de E (Eq. 2.21). Ordinariamente, entretanto, é o E 

associado a ele por quem estamos procurando (se já conhecemos E não deveria ser um 
ponto muito difícil calcular V). A idéia é que pode ser muito mais fácil encontrar V 



primeiro, e então calcular E tomando seu gradiente. Tipicamente então nós sabemos onde 
a carga está (isto é, conhecemos ρ), e queremos encontrar V. Agora, a equação de Poisson 
relaciona V a ρ, mas infelizmente ela está “no caminho errado”: ela pode nos dar ρ se 
soubermos V, entretanto queremos V, sabendo ρ. O que devemos fazer, então, é inverter 
a equação de Poisson. Este é o programa para esta sessão, apesar de que eu farei isto por 
um desvio, começando, como sempre, com uma carga pontual na origem. 

 

 
 

[Figura 2.32] 
 

Ajustando o ponto de referência para o infinito, o potencial de uma carga pontual 
q na origem do sistema de coordenadas é 
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(Você vê aqui a vantagem especial de usar o infinito como ponto de referência: ele 
elimina o limite inferior da integral.) Note o sinal de V; presumivelmente o sinal negativo 
convencional na definição de V (Eq. 2.21) foi escolhido precisamente para fazer o 
potencial de uma carga positiva tornar-se positivo. É útil lembrar que regiões de carga 
positivas são máximos de potencial; regiões de carga negativa são poços de potencial, e o 
campo elétrico em um dado ponto aponta do máximo de potencial para o poço de 
potencial, do sinal positivo para o negativo. 

 Em geral, o potencial de uma carga pontual q é 

r
qrV

04
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=    (2.26) 

onde r, como sempre, é a distância r da carga (Fig. 2.32). Invocando o principio da 
superposição, então, o potencial de uma coleção de cargas é 
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Ou, para uma distribuição contínua, 
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Em particular, para um volume de cargas, ele é 
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Esta é a equação que estávamos procurando, ela conta-nos como calcular V 
quando sabemos ρ, isto é, se você percebeu, a solução para a equação de Poisson, para 



uma distribuição localizada de cargas. Convido você a comparar a Eq. 2.29 com a 
fórmula correspondente para o campo elétrico em termos de ρ (Eq. 2.8): 
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O ponto principal a ser notado é que o vetor unitário r̂  agora está perdido, então 
não é necessário preocupar-se sobre componentes. Incidentalmente, os potenciais de uma 
linha ou superfícies de cargas são 
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 Eu deveria advertir você que tudo nesta sessão está baseado na suposição 
que o ponto de referência está no infinito. Isto é pouco aparente na Eq. 2.29, más 
relembre-se que nós obtemos aquela equação do potencial de uma carga pontual 
na origem, (1/4πε0)(q/r), a qual é válida somente quando ∞=Θ . Se você tentar 
aplicar estas fórmulas a um destes problemas artificiais no qual a carga sozinha 
estende-se ao infinito, a integral irá divergir. 
 
Exemplo 2.7 

Encontre o potencial de uma casca esférica uniformemente carregada de 
raio R (Fig. 2.33). 
Solução: Este é o mesmo problema que resolvemos no Ex. 2.6, mas desta 
vez iremos resolve-lo usando a Eq. 2.30: 
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Fixemos o ponto r sobre o eixo z e usemos a lei dos cossenos para 
expressar r em termos de um ângulo polar θ: 

'cos2222 θRzzRr −+= . 
 

 
 

[Figura 2.33] 
 

Um elemento de superfície de área sobre esta esfera é 
, então '''2 φθθ ddsinR
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Neste estágio devemos ser muito cuidadosos para tomar a raiz positiva. 
Para pontos fora da esfera, z é maior que R, e conseqüentemente, 
( ) RzzR −=− 2 , para pontos dentro da esfera, ( ) zRzR −=− 2 . Assim, 
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Em termos da carga total sobre a casca, q=4πR2σ, V(z)=(1/4πε0)(q/z) (ou, 
em geral, V(r)=(1/4πε0)(q/r)) para pontos fora da esfera, e 
V(r)=(1/4πε0)(q/R)  para pontos dentro da esfera. 
  É claro, neste caso particular, foi mais fácil obter V pelo uso de 
2.21 do que pelo uso de 2.30, porque a lei de Gauss nos dá E com muito 
pouco esforço. Más se você comparar o Ex. 2.7 com o problema 2.7, irá 
apreciar o poder da formulação do potencial. 

 
 

Problema 2.25 
Usando as Eqs. 2.27 e 2.30, encontre o potencial para uma distância z 
acima do centro da distribuição de cargas na Fig. 2.34. Em cada caso, 
calcule , e compare suas respostas com o problema 2.2a, Ex. 2.1, 
e Prob. 2.6, respectivamente. Suponha que mudamos a carga da direita na 
Fig. 2.34a para –q; qual é então o potencial para P? O que o campo 
sugere? Compare sua resposta ao Prob. 2.2b, e explique cuidadosamente 
qualquer discrepância. 

VE ∇−=

 

 
 



[Figura 2.34] 
 

 
Problema 2.26 
Uma superfície cônica (um cone de sorvete vazio) está carregado com uma 
densidade de carga superficial σ. A altura do cone é h, tal qual o raio do 
topo. Encontre a diferença de potencial entre os pontos a (o vértice) e b (o 
centro do topo). 
 
Problema 2.27 
Encontre o potencial sobre o eixo de um cilindro sólido uniformemente 
carregado, a uma distância z do centro. O comprimento do cilindro é L, 
seu raio é R, e a densidade volumétrica de carga é ρ. Use seu resultado 
para calcular o campo elétrico neste ponto. (Assuma que z > L/2) 
 
Problema 2.28 
Use a Eq. 2.29 para calcular o potencial dentro de uma esfera sólida 
uniformemente carregada de raio R e carga total q. Compare sua resposta 
ao Prob. 2.21. 
 
Problema 2.29 
Verifique que a Eq. 2.29 satisfaz a equação de Poisson, pela aplicação do 
Laplaciano e usando a Eq. 1.102. 

 

 

2.3.5. Resumo; Condições de Contorno Eletrostáticas 
 

Em um típico problema de eletrostática você terá uma distribuição de cargas com 
densidade volumétrica ρ, e terá que encontrar o campo elétrico E gerado pela 
distribuição. A menos que a simetria do problema admita uma solução pela lei de Gauss, 
é geralmente para você vantajoso calcular primeiro o potencial, como um passo 
intermediário. Estas, então, são as três quantidades fundamentais da eletrostática: ρ, E e 
V. Nós temos, ao longo de nossa discussão, derivado todas as seis fórmulas inter-
relacionando elas. Estas equações estão nitidamente resumidas na Fig. 2.35. Começamos 
com somente duas observações iniciais: (1) o principio da superposição – uma regra geral 
aplicada a todas as forças eletromagnéticas, e (2) A lei de Coulomb – a lei fundamental 
da eletrostática. Destas, todas as outras se seguiram. 

 
 



 
 

[Figura 2.35] 
 
 

 
 

[Figura 2.36] 
 

 
Você pode ter notado, no estudo dos Exs. 2.4 e 2.5, ou trabalhando problemas tais 

como 2.7, 2.11, e 2.16, que o campo elétrico sempre suporta uma descontinuidade 
quando atravessa uma superfície de cargas com densidade superficial σ. De fato, é uma 
simples questão de achar a quantia pela qual E muda em um tal limite. Suponha que 
desenhemos um bloco fino em forma de wafer, estendendo-se muito pouco sobre a 
margem em cada direção (Fig. 2.36). A lei de Gauss estabelece que 
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σ
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Onde A é a área líquida do bloco. (Se σ varia de ponto a ponto ou a superfície está 
curvada, devemos escolher A como sendo extremamente pequeno.) Agora, os lados da 
caixa de pílulas não contribuem para o fluxo, no limite quando ε tende a zero, então nós 
ficamos com 

σ
ε 0

1
=− ⊥⊥

abaixoacima EE    (2.31) 

onde  denota a componente de E que é perpendicular a superfície imediatamente  
acima, e  é o mesmo, porém abaixo da superfície. Para estabelecer consistência, 
assumimos “para cima” como sendo a direção positiva para ambos. Conclusão: A 
componente normal de E é descontínua por uma quantidade σ/ε

⊥
acimaE

⊥Eabaixo

0 no limite. Em particular, 



onde não há carga superficial,  é continuo, como, por exemplo, para a superfície de 
uma esfera sólida uniformemente carregada. 

⊥E

//
acimaE

acima −

A componente tangencial de E, ao contrario, é sempre continua. Se aplicarmos 
Eq. 2.19, 

0=⋅∫ dlE  
Para o contorno retangular da Fig. 2.37, as terminações não contribuem em nada 

(como ε → 0), e os lados nos dão ( ), então lElE abaixoacima
//// −

//
abaixoE=  ,   (2.32) 

 
 

 
 

[Figura 2.37] 
 

Onde  correspondem as componentes de E paralelas à superfície. As 
condições limites para E (Eqs. 2.31 e 2.32) podem ser combinadas em uma simples 
fórmula: 
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Onde  é o vetor unitário perpendicular a superfície, apontando de “baixo” para 
“cima.” 

n̂

O potencial, entretanto, é contínuo através de qualquer limite (Fig. 2.28), desde 
que 

∫ ⋅−=−
b

a
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como o comprimento do caminho encolhe para zero, então também o faz a 
integral: 

abaixoacima VV =   (2.34) 
 
 



 
 

[Figura 2.38] 
 
Contudo, o gradiente de V herda a descontinuidade em E, desde que , 

Eq. 2.33 implica que 
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ou, mais convenientemente, 
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onde 
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   (2.37) 

denota a derivada normal de V (isto é, a taxa de mudança na direção 
perpendicular a superfície). 

Por favor, note que estas condições limites relacionam o campo e o potencial 
somente acima e somente abaixo da superfície. Por exemplo, as derivadas na Eq. 2.36 
são os valores limites pelos quais aproximamos a superfície de ambos os lados. 
 

 
  Problema 2.30 

(a) Verifique que o resultado dos Exs. 2.4 e 2.5, e do Prob. 2.11, são 
consistentes com a Eq. 2.33. 

(b) Use a lei de Gauss para encontrar o campo dentro e fora de um longo 
tubo cilíndrico oco, que está carregado com uma densidade superficial 
de carga σ. Verifique que seu resultado é consistente com a Eq. 2.33. 

(c) Verifique que o resultado do Ex. 2.7 é consistente com as condições 
limites 2.34 e 2.36. 
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2.1. O Campo Elétrico 
 
 

2.1.1. Introdução 
 

O problema fundamental que a teoria eletromagnética espera resolver é o seguinte 
(Fig. 2.1): Temos algumas cargas elétricas: q1, q2, q3,... (denominadas fontes de carga); 
qual a força que elas exercem sobre outra carga, Q (denominada carga de prova)? Dadas 
as posições das fontes de carga (como funções do tempo); a trajetória da partícula de 
prova será calculada. Em geral, tanto as fontes de carga quanto à carga de prova estão em 
movimento. 

A solução para este problema é facilitada pelo princípio da superposição, cada 
interação entre duas cargas quaisquer é completamente independente da presença de 
outras. Isso quer dizer que para determinar a força em Q, nós podemos, primeiramente 
calcular a força F1, devido à q1 apenas (ignorando todas as outras); então calcular a força 
F2, devido à q2 apenas; e assim para as outras cargas. Finalmente, nós calcularemos o 
vetor F que é a soma de todas estas forças: F = F1 + F2 + F3 + ... 

Assim, se pudermos encontrar a força em Q devido a uma fonte de carga q, em 
princípio, resolvemos o problema (basta repetir os cálculos para cada fonte de carga e 
somar os resultados). 1 

A princípio, isto parece muito simples: Porque eu não apenas escrevo a fórmula 
para a força em Q em função de q, e acabo com o problema? Eu poderia, se no Capítulo 
10 eu deveria, mas você ficaria chocado ao ver neste ponto, que a força em Q depende 
não apenas da distância r entre as cargas (Fig. 2.2), ele também depende de ambas as 
velocidades e da aceleração de q. Além disso, não é a posição, velocidade e aceleração de 
q que importam agora: As “novidades” em relação ao Eletromagnetismo viajam a 
velocidade da luz, então o que define Q é a posição, velocidade e aceleração que q possui 
em algum tempo remoto, quando a informação partiu. 
  

 

 
 

[Figura 2.1]    [Figura 2.2] 

                                                 
1 O principio da superposição pode parecer “obvio” para você, mas não tem que ser simples: se a força 
eletromagnética fosse proporcional ao quadrado do total da fonte de cargas, por exemplo, o princípio da 
superposição não seria válido, uma vez que (q1 + p2)2 ≠ q1

2 + q2
2 (deveria haver os “termos cruzados” para 

considerar). Superposição não é uma necessidade lógica, mas um fato experimental. 



 
Portanto, apesar da questão básica (“Qual é a força Q em função de q?”) ser 

facilmente formulada, não vale a pena confrontá-la; ao contrário, nós devemos chegar até 
ela por partes. Enquanto isso, a teoria que desenvolvemos irá permitir a solução de outros 
problemas delicados do eletromagnetismo que não se apresentam num formato tão 
simples. Para começar, devemos considerar o caso especial da eletrostática em que todas 
as fontes de carga são estáticas (porém a carga de prova pode estar em movimento). 
 
 

2.1.2. A Lei de Coulomb 
 

Qual é força numa carga de prova Q em função de uma carga pontual simples q 
que está a pelo menos uma distancia r? A resposta (baseada em experimento) é dada pela 
Lei de Coulomb: 

r
r
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=   (2.1) 

A constante ε0 é chamada de constante de permissividade de espaço livre. No 
Sistema Internacional de Unidades (SI), onde a força é dada em Newton (N), distância 
em metros (m), e carga em Coulomb (C), 
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Em palavras, a força é proporcional ao produto das cargas e inversamente proporcional 
ao quadrado da distância. Como sempre (Seção 1.1.4), r é o vetor de separação de r’ 
(onde se localiza q) até r (onde se localiza Q): 

'rrr −=   (2.2) 
ρ é sua magnitude, e r̂ é sua direção. O par de forcas ao longo da linha entre q e Q; é 
repulsivo se q e Q tem o mesmo sinal, e atrativa se os sinais são opostos. 

A Lei de Coulomb e o principio da superposição constituem o ponto de partida 
físico para a eletrostática – o restante, exceto por algumas propriedades de interesse 
específico, são elaborações matemáticas destas leis fundamentais. 

 

Problema 2.1 
a) Doze cargas q, iguais, estão situadas nas extremidades de um polígono 

regular de 12 lados (por exemplo, um em cada numeral de um relógio). 
Qual é a força líquida numa carga de prova Q no centro? 

b) Suponha que dos doze q’s seja removido (o que está sobre “as seis 
horas”). Qual é a força em Q? Justifique sua resposta. 

c) Agora, 13 cargas q, iguais, são colocadas nas extremidades de um 
polígono regular de 13 lados. Qual é a força na carga de prova Q 
localizada no centro? 



d) Se um dos 13 q’s é removido, qual é a força em Q? Justifique sua 
resposta. 

 

 

2.1.3. O Campo Elétrico 
 

Se nós temos diversas cargas pontuais q1, q2,..., qn, à distâncias r1, r2,..., rn de Q, a 
força total em Q é evidentemente 
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E é chamado campo elétrico da fonte de carga. Note que é uma função de posição 
(r), porque o vetor distância ri depende da localização do ponto P no campo (Fig. 2.3). 
Mas isso não faz referência à carga de prova Q. O campo elétrico é uma quantidade 
vetorial que varia de ponto a ponto e é determinado pela configuração da fonte de cargas; 
fisicamente, E(r) é a força por carga unitária que seria exercida sobre a carga de prova, se 
fosse colocada em P. 

 

 
 

[Figura 2.3] 
 
O que é exatamente um campo elétrico? Eu comecei deliberadamente com o que 

você deve chamar de interpretação “minimalista” de E, como um passo intermediário no 
cálculo de forcas elétricas. Mas eu os encorajo a pensar no campo como uma entidade 



física “real”, preenchendo o espaço na vizinhança de qualquer carga elétrica. O próprio 
Maxwell acreditou que os campos elétricos e magnéticos representavam tensões e forcas 
num “éter” gelatinoso invisível. A relatividade especial nos forçou a abandonar a noção 
do éter, e com ela a interpretação mecânica dos campos eletromagnéticos de Maxwell. (É 
até possível, porém inadequado, formular a eletrodinâmica clássica como uma teoria de 
“ação à distância”, e com o conceito de campo inteiramente). 

Eu não posso lhes dizer, então, o que é um campo - apenas como calculá-lo e o 
que ele pode fazer por você uma vez que você o tem. 

 

Problema 2.2 

a) Encontre o campo elétrico (magnitude e direção) a uma distancia z 
acima do ponto médio entre duas cargas q iguais, distantes d entre si 
(Fig. 2.4). Verifique se seu resultado é coerente com o que esperava 
quando z>>d. 

b) Repita a parte (a), utilizando desta vez, a carga da direita –q em vez de 
+q. 

 

 

   
 
[Figura 2.4]    [Figura 2.5] 

 

2.1.4. Distribuição Continua de Energia 
 

Nossa definição de campo elétrico (Eq. 2.4), assume que a fonte do campo é uma 
coleção discreta de cargas pontuais qi. Se, ao contrário, a carga for distribuída 
uniformemente sobre uma região, a soma se torna uma integral (Fig. 2.5a): 
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Se a carga é espalhada ao longo de uma linha (Fig. 2.5b), com uma carga λ por 
unidade de comprimento, então dq=λdl’ (onde dl’ é um elemento de comprimento ao 
longo da linha); se a carga é colocada sobre uma superfície (Fig. 2.5c), com uma carga σ 



por unidade de área, então dq=σda’ (onde da’ é um elemento de área, na superfície); e se 
a carga preenche um volume (Fig. 2.5d), com uma carga ρ por unidade de volume, então 
dq=ρdτ’ (onde dτ’ é um elemento de volume): 

dq → λdl’ ~ σda’ ~ ρdτ’ . 
Assim, o campo elétrico para uma carga linear é 
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para uma superfície de carga 
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e para uma carga volumétrica 
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A equação 2.8 é geralmente citada como “A Lei de Coulomb”, por estar um passo 
a frente da equação original (2.1) e porque um volume de carga é, no bom senso, o caso 
mais real e comum. Por favor, note cuidadosamente o significado de r nestas formulas. 
Originalmente, na equação 2.4, ri representava o vetor desde a fonte de cargas qi até o 
ponto r no campo. Correspondentemente, nas Eqs. 2.5-2.8, r é o vetor desde dq (seja para 
dl’, da’ ou dτ’) até o ponto r no campo.2 

 

Exemplo 2.1 
Encontre o campo à distancia z acima do ponto médio de um segmento de reta de 

comprimento 2L, que possui uma densidade de carga linear igual a λ (Fig. 2.6). 
Solução: É vantajoso dividir o segmento de reta simetricamente em pares, para 

que as componentes horizontais dos dois campos se anulem, assim o campo gerado por 
cada par é: 
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2 Aviso: O vetor unitário r̂  não é constante; sua direção depende do ponto de origem r’, e assim não pode 
ser colocado para fora das integrais 2.5-2.8. Na pratica, você precisa trabalhar com componentes 
Cartesianos ( , ,  são constantes, e podem ser colocados para fora das integrais), mesmo que você use 
coordenadas curvilíneas para resolver a integração. 
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[figura 2.6] 
 

Aqui o ρθ /z=cos , 22 xz +=ρ , e x  variando de 0 a L: 

( )

222
0

0
222

0

0 2
3220

2
4

1

4
2

2
4

1

Lzz
L
xzz

xz

dx
xz

zE

L

L

+
=










+
=

+
= ∫

λ
πε

πε
λ

λ
πε

 

este resultado é na direção do eixo z. 
Para pontos muito distantes da linha (z>>L), o resultado é simplificado: 

2
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≅ , 

que faz sentido: De muito longe a linha se comporta como uma carga pontual 
q=2λL, assim o campo se reduz para aquele da carga pontual q/(4πε0z2). No limite L→∞, 
por outro lado, nós encontramos o campo gerado por uma linha infinita: 
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ou, de uma forma mais geral, 
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onde s é a distância a partir da linha. 
 

Problema 2.3 
Encontre o campo elétrico a uma distancia z acima de um dos extremos de uma 
linha de comprimento L (Fig. 2.7), que possui uma densidade de carga linear e 
uniforme λ. Verifique se o seu resultado é consistente com aquele obtido para o 
caso z>>L. 



   
 

[Figura 2.7]        [Figura 2.8]     [Figura 2.9] 
 

Problema 2.4 
Encontre o campo elétrico a uma distancia z acima do centro de um contorno 
quadrado (de lado a), que possui uma densidade de carga linear e uniforme λ (Fig. 
2.8). [Dica: Use o resultado do Ex. 2.1] 
 
Problema 2.5 
Encontre o campo elétrico a uma distancia z acima do centro de um contorno 
circular de raio R (Fig. 2.9), que possui uma densidade de carga linear e uniforme 
λ. 
 
Problema 2.6 
Encontre o campo elétrico a uma distancia z acima do centro de um disco circular 
de raio R (Fig. 2.10), que possui uma densidade de carga superficial σ. O seu 
resultado leva a que no limite R→∞? Verifique também o caso em que z>>R. 
 

! Problema 2.7 
Encontre o campo elétrico a uma distancia z acima do centro de uma superfície 
esférica de raio R (Fig. 2.11), que possui uma densidade de carga superficial σ. 
Trate o caso z<R (dentro da superfície) e também o caso z>R (fora da superfície). 
Expresse seus resultados em termos da carga total q da esfera. [Dica: Use a lei dos 
co-senos para escrever r em função de R e θ. Certifique-se de estar usando a raiz 
quadrada positiva: )(222 zRRzzR −=−+  se R>z, mas será se R<z.] )( zR −

  
Problema 2.8 
Use o resultado do Prob. 2.7 para encontrar o campo elétrico dentro e fora de uma 
esfera de raio R, que possui uma densidade de carga volumétrica uniforme ρ. 
Expresse o resultado em função da carga total da esfera, q. Desenhe um gráfico do 
|E| em função da distância em relação ao centro. 

 
 



    
[Figura 2.10]    [Figura 2.11] 
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2.2. Divergente e Rotacional do Campo Elétrico 
 

2.2.1. Linhas de Campo, Fluxo, e Lei de Gauss 
 

Em princípio, nós temos terminamos o assunto sobre eletrostática. A Eq. 
2.8 nos diz como calcular, o campo de uma distribuição de carga, e a Eq. 2.3 nos 
diz qual será a força sobre uma carga Q localizada neste campo. Infelizmente, 
como você pode ter descoberto fazendo o Prob de 2.7, as integrais envolvidas no 
cálculo E podem ser formidáveis, mesmo para distribuições, razoavelmente, 
simples de carga. A maior parte do restante da eletrostática é dedicada a agrupar 
um grupo de ferramentas e truques para evitar estas integrais. Tudo começa com 
divergente e o rotacional de E. Eu devo calcular o divergente de E diretamente a 
partir da Eq. 2.8, na Séc. 2.2.2, mas primeiro eu quero mostrar para vocês um 
modo mais qualitativo, e talvez mais claro e intuitivo. 

 Vamos começar com o caso mais simples possível: um pouco de carga q, 
e atuado na origem: 
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r
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=   (2.10) 

Para entender melhor este campo, eu posso esboçar vetores um pouco 
representativos, como na Fig.2.12a. Pelo fato do campo diminuir em função de 
1/r2, os setores vão ficando menores enquanto você se afasta da origem; e ele 
sempre aponta radicalmente para fora. Mas há um caminho melhor para 
representar o campo, que é conectar os vetores, para formar linhas de campo 
(Fig.2.12b). Você pode pensar que dessa maneira eu retiro alguma informação a 
respeito da força do campo, que está contido no comprimento das setas. A 
magnitude do campo está indicada pela densidade das linhas de campo: ele é forte 
perto do centro onde as linhas de campo são mais próximas umas das outras e são 
mais fracas, onde elas estão relativamente mais longe. 

Na verdade, o diagrama de linhas de campo é enganoso, quando o fazemos 
em uma superfície bidimensional, a densidade de linhas que atravessam um 
círculo de raio r é o número total dividido pela circunferência (n/2πr) que é como 
(1/r), não como (1/r2). Mas se você imagina o modelo em três dimensões (uma 
alfineteira com agulhas que ressaltam em todas as direções), então a densidade de 
linhas é o número total dividido pela área da esfera (n/4πr2), como (1/r2). 

 
 



 
 

[Figura 2.12] 
 

 
 

[Figura 2.13] 
Tais diagramas também são convenientes para representar campos mais 

complicados. Claro que, o número de linhas que você traça depende do quão 
enérgico você é (e como afiado seja seu lápis), entretanto você deveria incluir 
bastante para adquirir um senso preciso do campo, e você deve ser consistente: se 
a carga q adquire oito linhas, então 2q merecem 16. E você os tem que espaçar 
razoavelmente - eles emanam simetricamente de uma carga pontual em todas as 
direções. Linhas de campo começam em cargas positivas e terminam em 
negativas; eles simplesmente não podem terminar em pleno ar, entretanto eles 
podem estender infinitamente. Além disso, linhas de campo nunca podem cruzar - 
à interseção, o campo teria duas direções diferentes imediatamente! Com tudo isso 
em mente, é fácil de esboçar o campo de qualquer configuração simples de pontos 
de carga: Comece desenhando as linhas na vizinhança de cada carga, e então os 
conecte para cima ou os estenda infinitamente (Figs. 2.12 e 2.14). 

 



 
 

[Figura 2.14] 
 

 
 

[Figura 2.15] 
 

Neste modelo o fluxo de E atravessa a superfície S, 

∫ ⋅≡Φ
S

E daE ,  (2.11) 

é uma medida do "número de linhas de campo" que atravessam S. Eu 
coloco isso entre aspas por que, com certeza, nós só podemos esboçar um 
exemplo representativo de linhas de campo - o número total seria infinito. Mas 
para uma determinada taxa o fluxo é proporcional ao número de linhas 
desenhadas, porque a força de campo, se lembre, é proporcional à densidade de 
linhas de campo (o número por unidade de área), e conseqüentemente daE ⋅  é 
proporcional ao número de linhas que atravessam a área infinitesimal da . (O 
produto escalar pega a componente de  na direção de da E , como indicado na 
Fig. 2.15. É só a área no plano perpendicular a E  que nós temos em mente 
quando nós dizemos que a densidade de linhas de campo é o número por unidade 
de área.) 

Isto sugere que o fluxo por qualquer superfície fechada seja uma medida 
da carga total dentro. Para as linhas de campo que se originam em uma carga 
positiva tem que passar pela superfície ou então tem terminar em uma carga 
negativa dentro (Fig. 2.16a). Por outro lado, uma carga fora da superfície não 
contribuirá em nada para fluxo total, desde que suas linhas de campo entrem por 
um lado e saiam pelo outro (Fig. 2.16b). Esta é a essência da lei de Gauss. Agora 
façamos quantitativamente. 

 



 
 

[Figura 2.16] 
 

No caso de uma carga de ponto q na origem, o fluxo de E por uma esfera 
de raio r é 
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Note que o raio da esfera se cancela, enquanto a área da superfície cresce 
em r2 o campo diminui em 1/r2, dessa maneira o produto é constante. Em termos 
de esboço de linhas de campo, isso faz sentido, desde que o mesmo numero de 
linhas de campo passe através de uma esfera centrada na origem, qualquer que 
seja o seu tamanho. De fato, não precisa ser necessariamente um esfera – qualquer 
superfície fechada, não importa a forma, teria o mesmo numero de linhas de 
campo. Evidentemente, o fluxo por qualquer superfície fechada que inclui a carga 
é 0/ εq . 

Agora suponha que em vez de uma única carga na origem, nós tenhamos 
um grupo de cargas próximas. De acordo com o princípio da superposição, o 
campo total é a soma (vetorial) de todos os campos individuais: 
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O fluxo que atravessa a superfície que engloba todas as cargas é, então 
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Para qualquer superfície fechada, temos 

enc
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onde Q  é que a carga total encerrada na superfície. Esta é a declaração 
quantitativa da lei de Gauss. Embora não contenha nenhuma informação que já 
não era presente na lei de Coulomb e no princípio da superposição, é de poder 
quase mágico, como você verá em Seç. 2.3.3. Note que tudo depende de 1/r

enc

2 da lei 
de Coulomb; sem o qual o cancelamento crucial de r na Eq. 2.12 não aconteceria, 
e o fluxo total de E dependeria da superfície escolhida, e não somente da carga 
total incluída. Outras forças proporcionais a 1/r2 (eu estou pensando 
particularmente na lei de Newton da gravitação universal) obedecerão as "leis de 



Gauss", e as aplicações que nós desenvolvemos aqui nos levam a elas 
diretamente. 

A lei de Gauss é uma equação de integração, mas nós podemos 
transforma-la, prontamente, em um diferencial, aplicando o teorema de 
divergente: 
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Reescrevendo Q em termos da densidade de carga ρ, temos enc
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Assim, a Lei de Gauss se torna 
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para tanto, os integrandos devem ser iguais: 

0ε
ρ

=⋅∇ E .  (2.14) 

A equação 2.14 leva o mesmo comentário como a Eq. 2.13; é a lei de 
Gauss na forma diferencial. Esta forma é mais limpa, mas a forma integral tem a 
vantagem de conter cargas de ponto, linha, e superfície mais naturalmente. 

 

Problema 2.9 
Suponha que o campo elétrico seja dado por , em coordenadas esféricas 
( é uma constante). 

rkrE ˆ3=
k

(a) Encontre a densidade de carga ρ. 
(b) Encontre a carga total contida numa esfera de raio R, centrada na origem. 
(Faça isso de duas maneiras diferentes.) 

 
Problema 2.10 
Uma carga q está localizada em um dos cantos de um cubo, como mostrado na 
Fig. 2.17. Qual é o fluxo E através do lado mais escuro? 

 

 

[Figura 2.17] 

 



2.2.2. O divergente de E 
 

Voltemos e calculemos o divergente de E diretamente da Eq. 2.8: 
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 (Originalmente, a integração era sobre o volume ocupado pela carga, mas 
eu posso estender para todo o espaço, desde que ρ=0 na região exterior.) Notando 
a dependência em r contida em r =r – r’, nós temos 
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que é a lei de Gauss na forma diferencial (2.14). Para recuperar a forma integral 
(2.13), nós fazemos o argumento anterior ao contrário - integre sobre um volume 
e aplique o teorema de divergência: 
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2.2.3. Aplicações da Lei de Gauss 
 

Eu tenho que interromper o desenvolvimento teórico neste momento para 
lhe mostrar o poder extraordinário da lei de Gauss, na forma integral. Quando a 
simetria permite, dispõe o modo mais rápido e mais fácil de computar campos 
elétricos sem dúvida. Eu ilustrarei o método com algumas séries de exemplos. 

 



Exemplo 2.2 

Encontre o campo elétrico fora de um sólido esférico de raio R 
uniformemente carregado e carga total q. 

Solução: Desenhe uma superfície esférica de raio r > R (Fig. 2.18); isso é 
chamado de “superfície Gaussiana”, desse caso. A lei de Gauss diz que 
para essa superfície (como para qualquer outra) 
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e = q. À primeira vista isso não parece nos levar muito longe, porque 
a quantidade que buscamos está dentro da superfície de integração. Com 
sorte, a simetria permite-nos extrair E da integral: Certamente E aponta 
radialmente para fora, assim como da, dessa maneira nós podemos 
desconsiderar o produto escalar, 
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[Figura 2.18] 

e a magnitude de E é constante sobre a superfície Gaussiana, então ela sai 
da integral: 
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Note um aspecto interessante desse resultado: O campo fora da esfera é 
exatamente o que ele seria de toda a carga estivesse concentrada no centro 
da superfície. 

 

 A lei de Gauss é sempre verdadeira, mas nem sempre é útil. Se ρ não for uniforme 
(ou, de qualquer modo, não esfericamente simétrica), ou se eu tivesse escolhido qualquer 
outra forma para minha superfície Gaussiana, ainda seria verdadeiro que o fluxo de E é 
(1/ε0)q, mas eu não teria certeza que E é na mesma direção que da e constante em 
magnitude sobre a superfície, e sem isso eu não poderia extrair o E  da integral. A 
simetria é crucial para essa aplicação da lei de Gauss. E até onde eu sei, existem apenas 
três tipos de simetria que funcionam: 

a. Simetria esférica. A superfície Gaussiana é uma esfera concêntrica. 

b. Simetria Cilíndrica. A superfície Gaussiana é um cilindro coaxial (Fig. 
2.19). 

c. Simetria Plana. Utilize um bloco que atravesse, simetricamente, a 
superfície como superfície Gaussiana. (Fig. 2.20). 

Apesar de (2) e (3) necessitarem de cilindros infinitamente longos, e planos que se 
estendam infinitamente em todas as direções, nós devemos freqüentemente utilizá-los 
para obter respostas aproximadas para cilindros “longos” ou superfícies planas “largas”, 
em pontos distantes dos cantos. 

 

 

 

[Figura 2.19]     [Figura 2.20] 

 

 



Exemplo 2.3 

Um cilindro longo (Fig. 2.21) contém uma densidade de carga que é 
proporcional à distância do eixo: ρ=ks, onde k é uma constante. Encontre o 
campo elétrico dentro desse cilindro. 

Solução: Desenhe um cilindro Gaussiano de distancia l e raio s. Para esta 
superfície, a lei de Gauss diz: 
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A carga interna é: 
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(Usei o elemento de volume apropriado para coordenadas cilíndricas, Eq. 
1.78, e integrei ϕ de 0 a 2π, e dz de 0 a l. Eu identifiquei um s’ para 
distingui-lo do raio s da superfície Gaussiana.) 

 

 

[Figura 2.21] 

Agora, a simetria nos diz que E deve apontar radialmente para fora, então 
para a porção curva do cilindro Gaussiano, temos: 

slEdaEdaEdaE π2===⋅ ∫∫∫ , 

enquanto as duas faces circulares em nada contribuem ( aqui E é 
perpendicular a da). Porém, 

3

0 3
212 klsslE π

ε
π = , 

ou, finalmente, 



sksE ˆ
3
1 2

0ε
= . 

 

 

 Exemplo 2.4 

Um plano infinito com carga superficial uniforme σ. Encontre o campo 
elétrico. 

Solução: Desenhe um bloco Gaussiano, estendendo-se com distancias 
iguais acima e abaixo do plano (Fig.2.22). Aplique a lei de Gauss nesta 
superfície: 

enc
S

QdaE
0

1
ε

=⋅∫  

Neste caso Q = σA, onde A é a área da tampa do bloco. Pela simetria o 
E aponta para fora do plano (aponta para cima em relação a pontos acima 
do plano e para baixo se considerarmos os pontos abaixo). Então as 
superfícies, superior e inferior, nos mostram 

enc

EAdaE 2=⋅∫ , 

 

 

[Figura 2.22] 

enquanto que as laterais não contribuem para o campo elétrico. Então 

AEA σ
ε 0

12 = , 

ou 



nE ˆ
2 0ε
σ

=   (2.17) 

onde é a unidade vetorial apontando para fora da superfície. Obtivemos 
esse mesmo resultado no Prob. 2.6, através de um método muito mais 
trabalhoso. 

n̂

Parece surpreendente, a principio, que o campo de um plano infinito é 
independente de quão longe você está. E o 1/r2 da lei de Coulomb? Bem, o 
ponto é, afastando-se mais e mais do plano, mais a carga vem para seu 
“campo de visão” (uma forma cônica que se estende à partir do seu olho), 
e isso compensa a influência decrescente de qualquer parte. O campo 
elétrico da esfera decresce 1/r2; o campo elétrico de uma linha infinita 
decresce a 1/r; e o campo elétrico de um plano infinito não decresce. 

 

 Porém o uso direto da lei de Gauss para calcular campos elétricos é limitado a 
casos de simetria esférica, cilíndrica ou plana, nós podemos agrupar combinações de 
objetos que possuem tal simetria, mesmo que o arranjo como um todo não seja simétrico. 
Por exemplo, invocando o princípio da superposição, poderíamos encontrar o campo na 
vizinhança de dois cilindros paralelos uniformemente carregados, ou uma esfera próxima 
a um plano infinito carregado. 

 

 Exemplo 2.5 

Dois planos paralelos infinitos têm densidade de carga uniforme iguais, 
porém, opostas ±σ (Fig. 2.23). Encontre o campo em cada uma das três 
regiões: (i) à esquerda de ambos, (ii) entre eles, (iii) à direita de ambos. 

Solução: A placa a esquerda produz um campo (1/2ε0)σ que aponta para 
fora deste (Fig. 2.24) – a esquerda na região (i) e a direita nas regiões (ii) e 
(iii). A placa a direita sendo negativamente carregada, produz um campo 
(1/2ε0)σ, que aponta em direção a ela – para a direita nas regiões (i) e (ii) e 
para a esquerda na região (iii). Os dois campos cancelam-se nas regiões (i) 
e (iii); e somam-se na região (ii). Conclusão: o campo é (1/ε0)σ, e aponta 
para a direita entre os planos; onde quer que seja e zero para qualquer 
outro ponto. 

 



    

[Figura 2.23]    [Figura 2.24] 

 

Problema 2.11 

Use a lei de Gauss para encontrar o campo elétrico dentro e fora de uma casca 
esférica de raio R, que tem uma densidade de carga superficial uniforme σ. 
Compare sua resposta com o Prob. 2.7. 

Problema 2.12 

Use a lei de Gauss para encontrar o campo elétrico dentro de uma esfera 
uniformemente carregada (densidade de carga ρ). Compare sua resposta com o 
Prob. 2.8 

Problema 2.13 

Encontre o campo elétrico a uma distância s de um fio reto infinitamente longo, 
que tem uma densidade de carga linear uniforme λ. Compare com a Eq. 2.9. 

Problema 2.14 

Encontre o campo elétrico dentro de uma esfera que tem uma densidade de carga 
proporcional à distância da origem, ρ=kr, onde k é uma constante. [Dica: Essa 
densidade de carga não é uniforme, e você deve integrá-la para encontrar a carga 
interna.] 

Problema 2.15 

Uma casca esférica oca, tem uma densidade de carga ρ=k/r2 na região a ≤ r ≤ b 
(Fig. 2.25). Encontre o campo elétrico nas três regiões: (i) r < a, (ii) a < r < b, (iii) 
r > b. Esboce um gráfico do E  como função r. 

Problema 2.16 

Um cabo coaxial longo (Fig. 2.26) tem uma densidade de carga volumétrica 
uniforme ρ no cilindro interior (raio a), e uma densidade de carga superficial 
uniforme na casca cilíndrica exterior (raio b). Essa carga superficial é negativa e 



seu módulo é tal que o cabo como um todo é eletricamente neutro. Encontre o 
campo elétrico em cada uma das três regiões: (i) dentro do cilindro interior ( s < 
a), (ii) entre os cilindros ( a < s < b), (iii) fora do cabo ( s > b). Esboce um gráfico 
do E  como função s. 

Problema 2.17 

Um bloco plano infinito de espessura 2d tem uma densidade de carga volumétrica 
uniforme ρ (Fig. 2.27). Encontre o campo elétrico como uma função de y, onde y 
=0 no centro. Esboce um gráfico de E versus y. Com E positivo quando seus 
pontos estão na direção +y e negativo quando os pontos estão na direção –y. 

• Problema 2.18 

Duas esferas, cada uma com raio R e densidade de cargas uniformes +ρ e -ρ, 
respectivamente, estão dispostos de maneira que eles se sobrepõem parcialmente 
(Fig. 2.28). Chame o vetor do centro positivo para o centro negativo de d. Mostre 
que o campo na região da sobreposição é constante e encontre seu valor.[Dica: 
Use a resposta do Prob. 2.12] 

 

    

[Figura 2.25]     [Figura 2.26] 

 

     

[Figura 2.27]     [Figura 2.28] 



 

 

2.2.4. O Rotacional de E 
 

Eu vou calcular o rotacional de E, como fiz para o para o divergente na Séc. 2.2.1, 
estudando, primeiramente, a configuração mais simples possível: uma carga pontual na 
origem. Nesse caso 

r
r
qE ˆ

4
1

2
0πε

= . 

Agora, uma olhada na Fig. 2.2 deve convence-lo que a rotação desse campo tem 
que ser zero, mas eu suponho que nós deveríamos ter algo um pouco mais rigoroso que 
isso. E se nós calcularmos a integral de linha desse campo de um ponto a até outro ponto 
b (Fig. 2.29): 

∫ ⋅
b

a

dlE . 

Em coordenadas esféricas, dl , então ϕϕθθθ ˆsenˆˆ drdrrdr ++=
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r
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Por isso,  
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,  (2.18) 

onde é a distância da origem até o ponto a e a distancia até b. A integral em 
torno de um caminho fechado é evidentemente zero (por isso r

ar br

ba r= ): 

0=⋅∫ dlE ,  (2.19) 



 

[Figura 2.29] 

e conseqüentemente, aplicando o teorema de Stokes, 

0=×∇ E .  (2.20) 

Agora, eu provei as Eq. 2.19 e 2.20 apenas para o campo de uma única carga 
pontual na origem, mas esses resultados não fazem referência ao que é, no final, uma 
escolha de coordenadas perfeitamente arbitrarias; eles também podem ter esse mesmo 
resultado, não importa onde a carga esteja localizada. Ainda, se nós temos muitas cargas, 
o princípio da superposição nos diz que o campo total é uma soma vetorial de seus 
campos individuais: 

...21 ++= EEE , 

Então 

( ) ( ) ( ) 0...... 2121 =+×∇+×∇=++×∇=×∇ EEEEE . 

Assim, a Eq. 2.19 e 2.20 valem para qualquer distribuição estática de carga. 

 

Problema 2.19 

Calcule ∇  diretamente da Eq. 2.8, pelo método da Séc 2.2.2. Observe o Prob. 
1.62, caso tenha dificuldades. 

E×
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