Tampéo

O fendbmeno a ser investigado € o de oscilagdo em um tanque preenchido com agua e
que ao colocarmos uma bolinha e retirarmos o tampao deste, a bolinha comecga a oscilar.
Em nosso estudo prévio, vimos como se da um movimento de oscilagdo na agua ,
fizemos uma aproximagao para resovermos o problema naliticamente e vermos em quais
cindicbes e do que depende a oscilagdo da bolinha na agua. Por fim, realizamos uma
simulagdo com o programa Mathematica 5.0, confirmando o modelo adotado para a

resolugéo do problema.

Introducéo:

Uma das formas de se analisar este preoblema é através da mecanica de fluidos. No
entanto, apesar de apressentarmos aqui um estudo de mecanica dos fluidos, a resolugao
por nés proposta ndo basea-se nesse método, porém, como achamos importante o
conhecimentode uma outra forma de se analisar o problema, a relataremos sem mais

detalhes.

Em 1738 o cientista Daniel Bernoulii publicou em seu livro, o Tratado de Hidrodindmica, a
deducgao do teorema que leva seu nome - e que exprime, no fundo, a conservacao da
energia mecanica nos fluidos ideais, afirmando que, em qualquer ponto do fluido, ha uma
relagdo constante entre trés grandezas: velocidade, pressao e energia potencial do fluido.
E um dos principios fundamentais da mecanica dos fluidos, uma vez que, com algumas
correcdes (considerando-se a compressibilidade e a viscosidade dos fluidos reais), pode,
ser aplicado ao movimento de qualquer tipo de fluido. Acima de tudo, ele permite calcular
a velocidade de um fluido medindo-se as variacbes de pressdo (a diminuigdo de

velocidade provoca o aumento de pressao e vice versa).

Partindo da idéia da conservac&o da energia mecanica - caracteristica encontrada mesmo
em um liquido isento de forgas viscosas - Bernouili mostrou que, em igualdade de nivel,
ha uma diferenca de pressdes devida a diferente velocidade de escoamento nos varios
pontos de um fluido. Por exemplo, num dado ponto do fluido, no qual este ultimo esteja

em repouso, a pressao ai sera maior, pois esta associada a uma forma de energia



potencial, ao passo que num outro ponto onde o fluido se move rapidamente a pressao &
menor, pois nessa posigdo a velocidade do fluido corresponde uma dose de energia
cinética. Dado que a energia total € a mesma em todos os pontos do filete liquido, nos

pontos de maior energia cinética a pressdo € menor e vice-versa.

Ao longo de um fluido, ha uma estratificacdo da densidade deste, a qual é responsavel
pela ocorrencia de oscilagcbes em neste. Devido a essa oscilagdo temos uma forca
restauradora, o empuxo. E esta forca restauradora que sera responsavel, caso
coloquemos um corpo (uma esfera) , pelo movimento oscilatério deste, pois devido as
oscilacdes que ocorrem no fluido, o corpo sera ataido pra a vazao, porém devido a forca
restauradora, este entra em um movimento oscilatério, o qual objetivamos saber em que

condigbes este ocorre.

Apresentaremos aqui um estudo sobre como se da a oscilagdo num fluido, e como
funciona a forga restauradora deste, 0 empuxo, mas sem colocarmos um corpo neste,

pois a resolugdo do nosso problema se dara de uma outra forma.

Equagdes governantes para um fluido imcompressivel :

Iremos montar um sistema de equag¢des que governam o movimento de onda, ja que

queremos ter uma oscilagdo, em um fluido imcompressivel. As coordenadas cartezianas

X, Yy, e z serao utilizadas, com z medida verticalmente em sentido ascendente. Os

componentes de velocidade nas dire¢des crescentes X, y e z serdo estipuladas como u, v

e w. A particula de fluido precisa satisfazer a seguinte equagao de continuidade:
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onde p e p sao, respectivamente, a densidade do fluido e da pressao.

Para um fluido imcompressivel a densidade p satisfaz a equacao de densidade:

Supondo que as velocidades sejam pequenas, podemos linearizar as equacgdes de

momento para obter:
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Em seguida, consideramos que o movimento de onda resulta da pertubacdo de um
estado de equilibrio, que é o estado de repouso. Portando, a distribuicdo de densidade e

de pressao ¢é a distribuicdo do equilibrio hidrostatico dada por:
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Quando o movimento ocorre, a densidade e a pressdao mudam para:



P=p(z)+p (10)

p=p@)+p (11)

onde p’ e p’ sdo, respectivamente as pertubacdes de pressado e densidade do estado de
“fundo” no qual a densidade p e p estdo em equilibrio hidrostatico. A equacgdo de
densidade assume agora a formula:
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movimento de amplitude, entdo a equacgao (12) é simplificada para :
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a qual afirma que a perturbagdo de densidade em um ponto € gerada pela advecgéao
vertical da distribuicao da densidade de fundo.A equacgao de continuidade (1) e (5) para o
fluido incompressivel permanece a mesma, mas as de momento (6), (7) e (8) assumem a

féormula:
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Gostariamos de reduzir este sistema de equacgdes para uma equacao diferencial parcial
simples. Isto pode ser conseguido da seguinte forma: primeiro, tomamos o derivativo de

tempo da equacao de continuidade para obter:
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Segundo, tomamos o derivativo x, y e t, respectivamente, das equagdes(14), (15) e (16) ,

e obtemos:
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Se substituirmos as equacdes (18) e (19) pela equagao (17), obtemos:
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Pode eliminar p’ da equacéo (20) usando a equacgao(13) para obter:
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Terceiro, aplicamos o operador 8—2 + W a equagao (22) para obter:
Z
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Em seguida, usamos a equagao (21) para eliminar p’ da equagéao (23), que proporciona a

seguinte equacgao diferencial parcial para w:
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onde definimos
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que possui as unidades de frequéncia (rad/s) e € chamado de frequéncia Brunt-Vaisala ou
frequéncia de empuxo. Se supormos que w se altera com z muito mais rapido que p (z),

entao:
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e (24) pode ser aproximada pela equacéo:
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A premissa acima € equivalente a aproxima de Boussinesq, que se aplica quado o
movimento possui escala vertical comparada & escala de densidade de fundo. Ela
consiste em tomar a densidade para ser constante no calculo da velocidade de mudanca
do momento a apartir das aceleragdes, porém levando totalmente em consideragcéo as
variagcdes d densidade quando elas se originam das for¢as de flutuacao, ou seja, quando
houver um fator de multiplicagado g no componente vertical das equagdes de momento. A

aproximagao de Boussinesq leva a equacgao (27) para a velocidade vertical w.

Frenquéncia de Empuxo (Frenquéncia Brunt-Vaisalé):



Considere um fluido parado, com distribuigdo de densidade estatica p (z) que diminui
com a altura z. Se uma parcela do fluido € movida do nivel z acima de z + (, ela é cercada
por um fluido de densidade mais leve p ( z + (). Aforga de flutuagdo que ascende por

unidade de volume é
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e € negativa. Apliacando a Lei de Newton a parcela de fluido da unidade de volume,

temos:
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a qual é chamada frenquéncia de empuxo ou frenquéncia Brunt-Vaisala.a partir desta
condicdo podemos mostrar que toda vez que um fluido é deslocado de sua posicdo de
equilibrio, o gradiente de gravidade e de velocidade gera uma forga restauradora para

permitir oscilacoes.

Minha resolucéo

Visto a partir da anlise feita acima que a oscilagdo em um fluido é possivel, comegaremos
agora a resolugao do nosso problema.Apesar de citado acima uma das formas de se
resolver este problema, devido a muitas aproximagdes que deveriam ser feitas, optamos
por um outro modo de resolvé-lo, ainda com bastante aproximacdes, porém de mais facil

resolugao.

Seja uma esfera maciga de massa mg, a qual flutua em um fluido de densidade p, temos

agindo sobre esta duas forgas, na condigao estatica:
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Fig. 1: Esquema das forgas que atuam sobre a esfera no caso estatico.

Nessas condigdes, levando-se em conta que a dire¢ao adotada é a vertical para cima,

Nnosso empuxo sera dado por:
E =-msgV(rs) (30)

Precisamos portanto, descobrir que forga F € esta que esta a agir sobre a nossa esfera.

Primeira aproximagé&o:

Para facilitar o calculo da for¢ca, comparamos a situagao estabelicida pelo problema, no
caso dindmico (onde a esfera esta em movimento oscilatério) com o caso de um disco
elétrico, pois como no caso do disco elétrico, existem linhas de forca que atuam sobre a

esfera e que geram um campo sobre o disco, no nosso caso, sobre o orificio de vazéao .



A primeira analise a ser realizada € com uma carga de prova para que possamos calcular

o campo do disco em funcdo da distancia da carga (z).

Fig. 2: Esquema de uma carga de prova a uma distancia z muito grande do disco.
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Trazendo para o nosso problema, o disco representa o orificio pelo qual ocorre a vazao

do fluido, e o campo calculado sera o da pressio que passa através do orificio.

Sabendo que conforme a vazdo ocorre, a pressao na esfera aumenta, puxando-a para
baixo, € que quanto mais ela desce maior fica 0 empuxo, que a puxa para cima
novamente, ja podemos caracterizar assim o movimento oscilatério do sistema, devemos

fazer mais algumas aproximagdesm antes de prosseguirmos com os nossos calculos.



Segunda aproximacéo:

Despresando as linhas de forga que contornam a esfera e consideramos a penas aquelas

que nao entram em contato com a esfera.
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Fig 3: Esquema das linhas de forga do fluido sobre a esfera.



Podemos dizer, segundo a analise feita acima, que conforme a esfera desce, as linhas de
forca que passam através do orficio diminuem, pois sdo barradas pela esfera, diminuindo

assim a area de vazao.

Fig 4: Esquema demonstrando a diminuigdo da area de vazao conforme z diminui.

Terceira aproximagéo:

Como podemos ver na Fig 4, conforme a distancia entre a esfera e o orificio de vazao (z)
diminuem, diminue também as linhas de pressdo. Para facilitar o calculo do campo
formado por essas linhas de forca em fungdo de z, faremos a seguinte aproximacgao,
transformaremos as linhas de forca em retas, que conforme z aumenta, ou diminue,

mudam de coeficiente angular e linear.
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Fig 5: Esquema das aproximagdes das linhas de forga por retas.

Feito isso, podemos dar prosseguimento aos nossos calculos:

R
k

Integrando, temos que a forga exercida pelas linhas de forga é:
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Quarta aproximagao:

Para obtermos a caracteristica de movimento oscilatério, precisamos colocar x, em

funcao do raio do orificio (R) e da distancia entre este e a esfera (z).

Fazendo a seguinte aproximacgéao: para z — « temos xo = 0, e para z — 0 temos X, = R,

obtemos:

Substituindo em (33), temos a nossa equacéo final da forga de pressao:

F, =k N — | (35)

Apos estas aproximacgdes, podemos calcular finalmente o campo resultante na esfera.

Através de uma simulagdo feita no Mathematica 5, podemos ver caracteristicas de

movimento oscilatério, comfirmando a nossa resolucéo.

V(2.1 %) =[(E-F, Xz (36)



Simulag&o do Ma
thematica 5:

a=-0,05

Flz_]:=a*z+b(Sqrt[z"2+R"2]/R"2-1/R)-(NIntegrate[x/Sqrt[x"2+(R"3/(R+x))"2],{x,0,10}])

Plot[F[z],{z,0,1}]
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Fig. 6: grafico obitido através da simulagdo do problema no programa Mathematica 5.

Observando o grafico obtido (Fig 6), podemos ver que este pode ser aproximado por uma
parabola, caracterizando um movimento de oscilagdo. Desta forma, podemos considerar
que a resolucdo do problema, pelo método utilizado, ¢é satisfatéria, pois retrata um
movimento oscilatério ocorrendo com a esfera que, como vimos anteriromente através

das equacgdes de continuidade, é passivel de acontecer.



Experimento:

.Devido ao sucesso da simulacdo feita no Mathematica 5, propomos que o seguinte
experimento seja realizado pra que possamos ver de perto o que realmente ocorre em

condigoes reais.

Para realizar o experimento precisaremos de: um tanque que possa ser preenchido com
um fluido, no caso agua, e que tenha um orificio, para que ocorra a vazéo, de uma esfera,
nem maior que o orificio e nem muito menor que este, e que flutue na superficie deste, e

do fluido (agua).

Depois de ecolhido os amteriais, de acordo com as condi¢cbes limite estudadas e
respeitadas, primeiramente, enchemos o tanque com agua, em seguida colocamos a
esfera bem préxima do orificio de vazao, e em seguida destampamo-o, para que a vazao
se inicie e possamos assim ver a oscilacao a esfera. O experimento pode ser repetido
varias vezes, aterando-se a altura inicial da esfera, para ver o que ocorre com o

movimento de oscilagao desta.

Feito o experimento, pode-se tragar alguns graficos e comparar a simulagao,
comprovando assim a resolucado do problema e obtendo maiores informagdes sobre um

modelo real , sem aproximacoes.
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