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Resumo

Utilizando um Interferometro de Michelson e um alto-falante comercial com sua
membrana pintada com uma tinta apropriada, podemos montar um sistema de
interferometria para estudar o fenomeno da ressonancia. Com tal informagao, podemos
estimar a poténcia dissipada e o fator de qualidade.

Descricdo

O uso de luz laser para estudar oscilagdes mecénicas tem sido muito comum desde
quando surgiu o laser !, visto que esta fonte de luz é praticamente monocromatica e
coerente. Podemos estudar o movimento de um alto-falante utilizando uma fonte de luz
monocromatica, como um laser de semicondutor, tendo como base a teoria do Efeito
Doppler.

O Efeito Doppler ¢ uma caracteristica observada nas ondas quando emitidas ou
refletidas por um objeto que estd em movimento com relagdo ao observador [*!. Esse
nome foi dado em homenagem ao fisico austriaco Johann Christian Andreas Doppler
(29 de Novembro de 1803, Salzburgo — 17 de Margo de 1853, Veneza), que o descreveu
teoricamente pela primeira vez em 1842 e comprovado experimentalmente pelo
cientista alemdo Christoph Hendrik Diederik Buys Ballot (1817, Kloetinge — 1890,
Utrecht), em 1845 em um experimento com ondas sonoras !, usando uma “locomotiva
com musicos” ! (veja o apéndice C).

Utilizando ondas eletromagnéticas, esse mesmo fenomeno foi descoberto
independentemente em 1848 pelo fisico francés Armand Hippolyte Louis Fizeau (23 de
Setembro de 1819, Paris — 18 de Setembro de 1896, Venteuil) e por esse motivo, o
Efeito Doppler também é chamado de Efeito Doppler—Fizeau ',

Hoje em dia, este efeito ¢ amplamente conhecido e muito utilizado. Por exemplo, na
astronomia, ¢ possivel medir a velocidade de estrelas (fontes de ondas eletromagnéticas)
e outros objetos celestes luminosos em relagdo ao nosso planeta, o que permitiu aos
astronomos atuais concluir que o Universo estd em expansdo !; como ndo
necessariamente o objeto que queremos saber sua velocidade deve ser a fonte, ou seja,
ele pode simplesmente ser um refletor de ondas, entdo podemos medir a velocidade de
veiculos (radar de transito), avides, bolas de té€nis, particulas solidas em fluidos ou
velocidade do fluxo sanguineo '), Deve-se também considerar o Efeito Doppler durante

a comunicagao entre objetos em grande velocidade, por exemplo, os satélites.

Uma aplicagdo bastante comum hoje em dia ¢ o uso de radares em estradas de
rodagem. Um radar ¢ cosntituido de uma fonte de microondas emitida em dire¢do ao
automovel quando ele se aproxima. Esta onda ¢ entdo refletida pelo veiculo e detectada
pelo radar com uma frequéncia ligeiramente maior que a frequéncia de emissdo . Essa
diferenga nos da a velocidade do veiculo.

Como ondas mecanicas se propagam em meios materiais € ondas eletromagnética
podem se progar no vacuo, € muito importante ressaltar a diferenca do Efeito Doppler
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para ambas. A velocidade da onda mecanica ¢ considerada relativa ao meio onde se
propaga, enquanto que para ondas eletromagnéticas, a velocidade entre a fonte (ou
objeto refletor, considerado como fonte para os calculos) e o receptor. Neste
experimento, utilizamos uma fonte de luz praticamente coerente € monocromatica: um
laser semi—condutor de A =670nm, que sob certas condigdes, abaixo enunciadas,
satisfaz muito bem nossas nescessidades.

Parte Experimental

Um interferdometro de Michelson consiste de uma fonte de luz monocromatica, um
espelho semi-refletor, dois espelhos refletores e um anteparo, montados conforme o
esquema abixo:

ESQUEMA DO INTEFEROMETRO DE
MICHELSON

ER1

¥ ES ER2 f
ES - Espelho semi-refletor (50%)
ER1 - Espelho refletor 1
ER2 - Espelho Refletor 2

A - Anteparo (frangas de interferéncia)
F - Fonte de Luz monocromatica e coerente

Figura 1 — Esquema de montagem do Interferometro de Michelson

Chamamos de brago a distancia entre o ES e o ER (ES e ER1 de braco 1; ES e ER2
de brago 2). A fonte F emite uma luz monocromatica (em nosso experimento foi um
laser de diodo de A = 670nm) ¢ coerente, ¢ dividida em dois feixes no espelho ES de
intensidades proximas e sao refletidos, um pelo espelho ER1 e outro pelo ER2. Apenas
parte da luz refletida pelo ER1 e parte de ER2 atingem o anteparo A, interferindo uma
sobre a outra, formando franjas de interferéncia. Ao movermos o espelho ERI1, por
exemplo, alteramos a distdncia de caminho 6tico de um dos brgos, fazendo com que a
onda chegue ligeiramente defasada, alterando assim o tamanho das franjas. Quando o
caminho optico de um dos feixes dividido for igual a um multiplo da metade do
comprimento de onda da luz utilizada, teremos uma interferéncia destrutiva, enquanto
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que, se a diferencga for um multiplo do comprimento de onda, teremos uma interferéncia
destrutiva.

A coeréncia diz respeito a capacidade de um feixe de luz formar uma figura de
interferéncia !'?. Para garantirmos uma imagem de interferéncia razoavel para podermos
efetuar medidas de boa qualidade, temos que garantir a coeréncia entre os feixes
refletidos pelo alto-falante e pelo espelho de tinta retro refletora. Se mantivermos os
dois bragos com aproximadamente o mesmo tamanho, significa que estamos juntando
dois feixes, separados pelo ES, que foram emitidos pela fonte F aproximadamente no
mesmo instante. Com isto podemos garantir a coeréncia do laser. E importante observar
que a qualidade de coeréncia do laser depende também do seu tipo € no nosso caso a
coeréncia do laser utilizada € o suficiente.

Em nosso experimento, o ER2 foi substituido pelo alto-falante, que serd o espelho
que provocara o efeito Doppler. Com o intuito de reduzir o tamanho do interferometro,
antes do feixe atingir o ER1, ele passa por dois outros espelhor, chamados de ER1’ e
ER1”’, mostrados na figura a seguir. No anteparo, foi colocado um fotodetector ligado a
um sistema amplificador que passara o sinal detectado para o osciloscopio.

ESQUEMA DA MONTAGEM EXPERIMENTAL

INTERFEROMETRIA DOPPLER

Osciloscopio . ~
Canal 1: Gerador de Sinal Gcrsf%d"; de
Canal 2: Fotodetector 1

Interferdmetro de Michelson-
Laser Morley

m 670nm N Circuito interno
b4 Alto-falante do interferometro
X 7
80 plmadol—'eixe Incidente 7
‘ ohm A

no auto-falante
\ ES
w \Feixe Refletido

pelo auto-falante

Alimentagéo
7 Elétrica

/Fotodctcctor

Alimentagao do
Fotodetector

Anteparo pintado com o mesmo tipo de/

tinta que o auto-falante (ER1) Saida Para‘o
Osciloscopio

Figura 2 — Montagem Experimental para interferometria Doppler utilizando um
interferometro de Michelson-Morley

Figura 3 — Detalhe da montagem experimental

04 -4



Figura 5 — Detalhe do interior do Interferdmetro

Como pode ser visto no diagrama acima, o osciloscopio ndo estd ligado em série ao
alto-falante, mas em paralelo a um resistor de (80 =+ 3,2)Q, com isso podemos
determinar a intensidade de corrente que percorre o alto-falante. Esta ¢ uma
caracteristica importante que diferencia este trabalho do outro projeto desta disciplina
que trata do mesmo assunto . Naquele trabalho, foi verificado que a amplitude de
oscilagdo, para pequenos valores, se comporta de maneira linear com relagdo a tensao
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pico a pico aplicada ao alto-falante. Neste experimento, no entanto, ouve outra
abordagem: encontrar a curva de ressonancia do alto-falante.

Também ¢ muito importante ressaltar que a membrana do alto-falante foi pintada
com uma tinta retro refletora, pois se utilizdssemos um espelho fixo ao alto-falante as
franjas ndo ficariam estaveis durante o movimento do espelho. Isto ndo ocorre quando
usamos a tinta retro-refletora. Como a maior resolucao da interferéncia se da quando as
duas ondas possuem a mesma intensidade, o espelho ER1 deve ser pintado com o
mesmo tipo de tinta. Veja a figura 5, foto do interior do interferdmetro.

Para encontrar a curva de ressonancia da membrana do alto-falante, devemos medir a
amplitude de oscilacdo desta em fungdo da frequéncia. Para medir o deslocamento da
membrana, utilizamos uma técnica de interferometria Dopple. A luz refletida no ER1
interfere com a luz refletida pelo alto-falante, € como a luz refletida neste volta com
uma freqiiéncia ligeiramente diferente devido ao efeito Doppler, ocasionando o que
chamamos de batimento, podemos obter a amplitude de oscilagdo do alto-falante
medindo a freqiiéncia de batimento ou contando o niimero de franjas que passam no
detector no movimento do alto-falante (veja apéndice B: eq. B-22 e eq. B-32).

As ondas eletromagnéticas, assim como as ondas mecanicas, podem se somar ou
subtrair, formando imagens de interferéncia. O que o fotodetector consegue captura &,
na verdade, o modulo da intensidade, ou seja, ndo determina a diregdo dos campos
elétrico e magnético da onda, mas apenas sua intensidade. No entanto, as ondas se
interferem construtiva e destrutivamente, gerando o batimento como mostrado acima.

Note que, no exemplo acima, a variavel independente, da qual tiramos o seu seno,
estd s6 em um termo € no outro € proxima a um, isto ¢ devido ao fato de obtermos
batimento apenas para freqiiéncias proximas. Note que a figura se repete, como se
tivesse envolvida por uma fun¢do co-seno, como na figura 5.

Para obtermos a curva de ressonancia devemos exercer uma forga pequena no
sistema para que ndo cheguemos ao limite fisico da amplitude do alto-falante para
freqiiéncias fora da regido de ressondncia, assim mantivemos uma tensdo com a
freqliéncia alternada, medida pelo osciloscopio, de (1,09 +£0,01) V (pico a pico),
durante todo o experimento, variando apenas a freqii€ncia, cobrindo uma faixa entre
200 e 3000 Hz.
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Figura 6 — Uma idéia de como resulta o batimento ao somar duas ondas com
freqiiéncias proximas. A titulo de exemplo: ¥ = (sin(x) + sin(0,9* x))*9

Figura 7 — A funcio da figura anterior (¥ = (sin(x) + sin(0,9* x)) *9) ¢ a sua
envolvente (¥ = c0s(0,05*x) *18)

A figura 8 mostra a velocidade da membrana do alto-falante em funcdo do tempo e
o batimento gerado no fotodetector do Interferdmetro. Quando a velocidade da
membrana do alto-falante for méxima, a freqiiéncia de batimento Doppler aumenta, ou
seja, aumenta o nimero de picos do batimento e o periodo At é minimo (veja figuras 10
e 11), e quando a velocidade se anula, ou seja, a membrana esta deslocada ao seu
maximo e a tensao aplicada também se encontra no maximo, a membrana para, logo nao
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ha o ha efeito Doppler. Observe também que se a tensdo aplicada ¢ maxima, a
velocidade se anula e quando a tensdo se anula, a velocidade ¢ maxima (compare a
figura 8 com as figuras 10, 11 e 12).

; : VELOCIDADE :

Yelocidade

Tempo

Figura 8 — Batimento Doppler e Velocidade. Compare com o gréafico anterior: quando a
tensdo aplicada ¢ maxima, a velocidade se anula

Analise dos Dados

Conforme esclarecido no apéndice B, nds obtemos dois dados do problema: a
freqiiéncia aplicada pelo gerador de audio no alto-falante e o At. A partir da equagdo B-
32 podemos obter entdo a amplitude da membrana do alto-falante, assim podemos obter
os pontos exibidos no grafico abaixo. Note que a direita temos a amplitude, mas a
esquerda, temos a amplitude ao quadrado multiplicado pela freqiiéncia ao quadrado.
Isso garante que a curva fique mais simétrica e pode-se, desta forma, melhorar a
estimativa do fator de qualidade e do célculo do fator de qualidade, conforme descrito
na teoria.

Inserindo as equagdes corretas para cada caso e “chutando” valores iniciais para
cada parametro, o software utilizado converge para a melhor equacdo que representa
cada fung¢do, assim, comparando com as equacdes do final do apéndice B, podemos ter
as seguintes relacdes:

Fi/m Fi/m

A= - -
o reelon p2- 12 oz - )

Ou seja:
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F b’
a*: ,b*:yz:H_H ec*:fo
2 m Om[
Note que a*, b* e ¢* sdo os parametros utilizados no software, cuidado para nao
confundir o pardmetro de amortecimento b com a constante b* obtida no grafico.

Podemos estimar os valores da For¢a magnética méaxima e o pardmetro de
amortecimento se estimar a massa da membrana. Com base em experimentos
anteriores [, podemos estima-la como sendo de aproximadamente 1g, assim, utilizando
os dados obtidos pelo software, podemos obter os resultados abaixo:

Tabela 1 — Resultados obtidos pela curva da Amplitude

F b Bl £ Freqiiéncia de meia altura 0
(10°N) | (N.s/m) | (mT.m) (Hz) f, (H2) F, (H2)
8,695 0,271 696 1903 1767 2038 7,02

Do apéndice, pode-se ver que a poténcia média dissipada pelo alto-falante ¢ dada
pela equacdo B-27, ou, de forma equivalente:

P, =T *b*A*f*>00,889* 4%

Ou seja, o grafico de A*f* é a poténcia média dissipada para cada freqiiéncia dividida
pelo fator 0,889, assim podemos obter novamente os resultados acima. Para este ultimo
grafico, obtemos as relagdes abaixo e os resultados estdo apresentados na tabela 2.

2

a*= r
2T m

Tabela 2 — Resultados obtidos pela curva da Poténcia (A.f%)

2
b=yt = 100 ¢ e*= fo
Om[]

F b B.1 £, Freqiiéncia de meia altura o
(107N | NSy mTom) (2 7 g f (Hz)
8,975 0,283 718 1902 1760 2043 6,73

Na figura 10 e 11, podemos ver como obtemos a medida do At no osciloscopio.
Deixamos os picos da curva de freqiiéncia aplicada ao alto-falante coincidir com as
regides da curva do batimento Doppler no qual nao ha batimento, ou seja, na regiao em
que a intensidade luminosa no fotodetector do interferdmetro é constante. No centro,
entre estas duas faixas, temos que o comportamento do batimento apresentara maior
freqiiéncia, ou seja, o At apresentado na figura sera minimo.
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Freguéncia versus Amplitude (curda externa)
e versus Amplitude ao guadrado vezes Freguéncia ao quadrado {curva interma)

30

y=alsqrih s oc-o B0, std-err0.0471
max dev:0.10105, rZ:D.QQBBQ

a=1.3838E6, b=7.3450E4, c=1802.9

Amplitude (um}

A% (s

20

y=an s -, std-ernn 481
max dev:1.3764, ’=0.8967 3
5=2.0403E6, b=7.9983E4, c=1901 .6

1000 2000 3000
Frequéncia (H)

Figura 9 — Freqiiéncia aplicada vs amplitude (bolinhas) de oscilagdo do alto-falante e
freqliéncia vs Amplitude ao quadrado vezes freqiiéncia ao quadrado (bolinhas)

MEDIDAS

Origern
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1.131kHz
CH1

1 1oy
CH2
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4.022kHz
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Figura 10 — Detalhe do resultado do batimento Doppler. Em destaque, o menor
periodo do batimento
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Figura 11 — Novamente detalhe do batimento medido no osciloscdpio. Observe que
este resultado € para uma freqiiéncia aplicada maior (1437 Hz)

AF DI A-‘

e

IEEEEEEEEEEE]

bl requéncia

32.81kHz
CH2
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: : ' i : 30,46 us
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Figura 12 — Agora, o batimento para uma freqiiéncia préxima ao pico de ressonancia

Por fim, podemos também estimar a poténcia média maxima, ou seja, a poténcia
dissipada pelo alto-falante na ressonancia:

a*

Jb*

§r=nb(,42f02)= m m% E 234 W
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Conclusdo

Talvez seja trabalhoso realizar este experimento em sala de aula, porém os conceitos
abordados nele sdo bastante interessantes. Com relacdo ao efeito Doppler, por exemplo,
podemos sair da teoria e mostrar uma aplicacdo. Talvez aqueles alunos desinteressados
por fisica, porém que adoram musica e tenham, por exemplo, fascinio por musica,
possam se interessar sobre uma possivel forma de se avaliar a poténcia dissipada pelo
alto-falante de acordo com a freqiiéncia. Isso ainda padece pouco atraente, porém
poderia se fazer uma analise da qualidade do som para faixas de freqiiéncias (veja
apéndice A). Além disso, poderiamos falar sobre ressonancia e citar exemplos do dia a
dia, como um balango, ou eventos catastroficos, como a ponte de Tacoma, nos EUA.

Com relagdo ao experimento, os ajustes foram bons (veja figura 7), onde obtemos
valores niao absurdos, visto que tivemos que estimar a massa da membrana. Nao
inserimos o erro nos valores obtidos, pois estes foram estimados a partir da massa, mas
comparando os resultados das duas tabelas, vimos que nao se encontra contradigdes.

Este projeto teve pouca atividade no que se refere a montagens experimentais, assim
foi investido no relatorio, tentando acrescentar muito conteudo e detalhe. Os apéndices
apresentam a teoria de forma detalhada, embora ndo seja possivel aplicar a teoria
contida no apéndice B ao ensino médio hoje.

04 -12



Apéndice A

Alto-falante

Corte Transversal de
um alto-falante

Membrana Flexivel
(de Papel) Pintada
Imas

Permanentes
Aranha

Bobina
de Cobre - | N oL

X [Amplitude]
Q
Suporte 4 Nucleo

Metalico

Figura A-1 — Esquema de funcionamento de um alto-falante comum

Um alto-falante ¢ um dispositivo que converte energia elétrica em som. O modelo
mais comum consiste no movimento de um cone firmemente fixado a uma bobina
cilindrica no seu centro, como descrito na Fig. A-1. A bobina estd em um forte campo
magnético de um imad permanente. Quando os sinais elétricos provenientes do
amplificador passam pela bobina, produzem nela um campo magnético que varia de
acordo com as vibragdes dos sinais. Como a bobina esta sob a influéncia magnética do
ima permanente, ela passa a vibrar, fazendo vibrar também o cone. A vibragdo
transmite-se ao ar, sob a forma de ondas sonoras. Assim, o som produzido pelo alto-
falante nada mais ¢ do que a turbuléncia ritmada do ar provocada pela vibragao do
diafragma.

Foram inventados por volta de 1925 para serem usados em fondgrafos elétricos. Um
fonografo constitui de um equipamento capaz de decodificar sulcos em um disco e
transformé-lo em sinal elétrico. Na realidade, se nos aproximarmos de um aparelho
destes, podemos ouvir um pequeno som produzido na agulha que toca o disco, € o papel
do alto-falante passou a ser de amplificador. Assim, ele reconverteria o sinal elétrico em
som! O alto-falante apresentado acima ¢ muito proximo do primeiro invento, nao
surgindo grandes modificagdes aparentes, mas muito foi aperfeicoado desde entdo. Uma
alternativa que surgiu sao os piezos-elétricos, cristais que alteram seu volume ao aplicar
uma d.d.p. (diferenca de potencial, ou seja, uma tensdo elétrica em dois pontos do
cristal). Variando esta d.d.p. com o tempo, o cristal vibra conforme aumentamos ou
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diminuimos a tensdo, ou seja, ele tem a mesma fun¢do que um alto-falante. Sobre este
assunto, ndo vamos entrar em mais detalhes.

Consideremos entdo um falante no qual a bobina ¢ alimentada com uma voltagem
senoidal, V = V0 cos(wt) produzindo uma corrente através dos fios da bobina, sabemos
que havera uma for¢a produzida sobre a bobina, resultando assim no movimento, a qual
seu modulo ¢ dado por F =B 11, pois o campo magnético (B) é sempre perpendicular a
direcdo da corrente (i) que percorre o comprimento do fio (1).

Observe que para um alto-falante comum, ndo ha nada que empeca o ar atrds deste
de ir para frente. Essa troca de ar faz com que percamos a qualidade do som, sobretudo
para baixas freqiiéncias. Para eliminar isto, ou pelo menos minimizar este efeito, foram
feitas adaptacdes. A caixa de som nada mais ¢ do que uma forma de impedir essa troca,
melhorando o som, sobretudo para baixas freqliéncias. Numa mesma caixa de som,
podemos ter vdarios alto-falantes, especificos para determinada freqiiéncias. Por
exemplo, os tweeters sdo apropriados para emitirem freqiiéncias mais elevadas (acima
de 4 kHz). Os woofers sdao responsaveis para freqiiéncias menores (300 e 500 hz) e
também colocam outros (normalmente mais um) para uma freqiiéncia intermedidria.

Figura A-2 — Troca de ar na parte posterior ¢ anterior de um alto-falante (a esquerda) e
detalhe de duas caixas de som com trés alto-falantes cada (a direita).

Podemos dizer que um alto-falante ¢ um oscilador mecanico amortecido. O fato de
ele ser um sistema oscilante ¢ facil ver, pois a “aranha” (veja a Figura A-1, acima) e a
membrana, geralmente de papeldo, atuam para fazer com que a massa deste sistema
(papeldo, espira e demais componentes) volte para a posi¢do original, caso retirarmos a
espira da posicdo de equilibrio. Utilizando de dados deste experimento, podemos
verificar que ¢ amortecido também. Ao aplicarmos uma tensao oscilante na membrana,
verificamos que ird surgir uma corrente variavel e, por conseqiiéncia, uma forga
variavel, assim o alto-falante atuard como um oscilador for¢cado. A seguir, no apéndice
B, dermos uma abordagem matematica mais aprofundada sobre o sistema de um
oscilador mecanico amortecido onde aplicamos uma forga externa (oscilagdes forcadas).
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Apéndice B
Oscilacao Amortecida

Como ja foi comentado no Apéndice A, o alto-falante ¢ um sistema oscilante
for¢ado, quando aplicamos uma tensao variavel nas saidas da bobina. Em nosso caso, a
tensdo varia em funcdo de uma senoide, ou seja, utilizamos a fun¢do seno da
trigonometria para descrever a tensdo aplicada.

Na realidade, o que nos interessa ¢ a forca aplicada ao sistema, por isso temos que
saber qual a corrente que passa pela espira do alto-falante. Para isto, ndo medimos a
tensdo aplicada diretamente ao alto-falante, mas sim a tensao que surge nos terminais de
uma resisténcia adicionada em série com o alto-falante. Dessa forma, pela Lei de Ohm,
temos:

A —
U-=R*il l:E Eq. (B-1)

Onde U ¢ a tensdo aplicada ao sistema, R ¢ o valor da resisténcia adicionada em série
ao sistema e i € a corrente que circula tanto a bobina quanto a que percorre o resistor
(veja Figura 2).

Sabemos do magnetismo que a for¢a gerada devido a uma corrente elétrica que passa
por uma bobina envolto de um ima ¢ dada por:

F= B*[*j Eq. (B-2)

Onde F ¢ a for¢ca magnética, B ¢ o campo magnético do ima e 1 ¢ o comprimento do
fio que constitui a bobina.

Voltando ao caso em que a membrana se comporta como um sistema massa-mola
amortecido (oscilador mecanico amortecido), e sabendo da lei de Hook que a forca
aplicada sobre uma mola ¢ proporcional a primeira poténcia do deslocamento da mola e
em direcdo oposta a este, ou seja:

Froo = - k¥x Eq. (B-3)

Sendo que Frook € a for¢a que surge quando retiramos a membrana da posi¢do de
equilibrio, k ¢ a constante elastica da mola, que em nosso caso ¢ positiva (se fosse
negativa, a for¢a teria mesmo sentido que o deslocamento) e x ¢ o deslocamento. Note
que as grandezas aqui sao vetoriais! Mas como estamos trabalhando em um unico eixo,
podemos trabalhar como se a forga e o deslocamento fossem escalares. Note que o alto-
falante esta envolto de ar, ou seja, para freqiiéncias altas onde a sua membrana vibra em
alta velocidade, a forca de resisténcia do ar ndo ¢ desprezivel, assim sendo, temos:

Fres: -bx Eq‘ (B_4)
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Sendo F. a forca de resisténcia do ar, b a constante de amortecimento ¢ X a
velocidade da membrana. Note que aqui utilizamos a notagdo X, que significa a
variacdo do espago de um objeto num intervalo de tempo muito pequeno (no limite,
tende a zero) dividido por este intervalo de tempo, ou seja, ¢ a velocidade instantanea da
membrana. Como este texto foi escrito para poder ser lido por alunos de ensino médio,
tentamos esclarecer cada parte neste apéndice, embora o contetido abordado daqui até o
fim deste apéndice requer conhecimento de calculo diferencial. Para quem tiver
interesse, procure algum livro de célculo utilizado em cursos superiores de ensino de
engenharia e de ciéncias exatas. Agora, pela segunda Lei de Newton, sabemos que a
somatodria de forcas resultantes do sistema ¢ igual a massa deste mesmo sistema vezes a
sua aceleracdo. A seguir, indicamos isto, utilizando o mesmo tipo de notagao descrito
anteriormente, ou seja, X € a aceleracdo instantanea do sistema.

mX = Fres + Frook Eq. (B-5)

Sendo m a massa do sistema, X a aceleragdo, e Fy; € Fioox as Unicas for¢as que atuam

no sistema, discutidas anteriormente. Substituindo as equagdes B-4 e B-3 nesta equagao
e isolando todas as variaveis em um mesmo lado, temos:

mx+ bx+ kx=0 Eq. (B-6)

reescrevendo esta equacgao:

. .k
Xt —xt—x=0
m m

a solucdo desta equagdo ¢ uma exponencial:
x,= Ae” 0 x,=rde” 0 X,=r’de"

substituindo na equacao anterior, obtemos:

b k
Ae”Hr2 t—rt —H= 0, mas e” # 0 e assumindo 4% 0, temos:
0 m m]

b k . -
r>+ —r+ —=0, assim
m m v =

por conveniéncia e por razdes que mais tarde serdo explicadas, definimos trés novos
parametros:

V%w% ewfszoz-ﬁ%ﬁz Eq. (B-7)
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logo:

Eq. (B-8)

para satisfazer as condi¢des iniciais da equagdo linear homogénea de 2* ordem
(Eq. B-6), precisamos de duas constantes arbitrarias, assim:

sabendo que, da defini¢ao da funcao exponencial no campo dos nimeros complexos,

e” = cosy+iseny

temos:

i .
ot

! iw ot =i
xh:(a+c)62 ’ae "tce

neste caso, temos uma solu¢do que pertence aos numeros complexos. Para
resolvermos isto, temos que escolher as constantes a e ¢ tais que sejam uma o complexo
conjugado da outra. Dessa forma, continuamos com duas constantes arbitrarias reais:

a:d+ifeC:d'if10g0;a+C:2d

como
it _ .
e’ =cosw ,ttisenw ,t e
S S/
W cosl- 0 o)+ isenl-@ f)= .
e cos\~ W f|+ isen|- @ ,f|= cosw - isend ¢
assim:
ae’’+ e = (d+ if)(cosw t+ isen t)+ (d- if)(cosa) t-isenw )=
s s s s
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= (dcosw ;t+ disenm ;t+ i fcosw t- fsend 1)+ (d cosw ;- disend ¢
- i fcosw i~ fsenw ;£)= 2dcosw ;t-2 fsenw ,f=2(dcosw ;f- fsenw ,t)

Conforme foi comentado, a solu¢ao continua com dois pardmetros:

e
2

x,=2de? .2(dcosw ;t- fsenw ,t)

Podemos reescrever esta equacdo, mantendo dois parametros arbitrarios e utilizando
apenas uma fungao trigonométrica:

e
2

x= Ae .cos(w Jt ga) Eq. (B-9)

Agora, com relagao a energia total do sistema, temos:
l ) 1 2
E-= me + Ekx Eq. (B-10)

Essa energia ndo ¢ conservada, e a dissipagao ¢ dada por

il_f - E - mxx + kxx - x(mx ¥ kx) = X(F'hook * Fres - Fhook) = x F'res
dE . . .
E=E:-bx2:-myx2 Eq. (B-11)

Como b> 0 e x*2 0, a variagdo da energia dos sistema € menor que zero ou nula
quando a velocidade for nula (£ < 0), concordando com o que foi dito anteriormente: o
sistema ¢ dissipativo. Em cada instante, a energia do sistema sera:

1 ]
E(t)= EmAze e

EE(D S %Ecosz(w St (p)+ w,’ senz(w Ez (p)+ yzw fZSel’l(w St (p)cos(w Ez (p)g
Eq. (B-12)
Note que

sen(2m 2+ ¢ = senlm ¢+ ¢)coslm ¢+ ¢+ senlw 1+ ¢)coslm 1+ p)=
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= 2sen(w ft+ (p)COS(lU ft‘l' (0)
e que

cos|2m St 0])= cos’(w St 0)- sen’(o St 0)

0 Ew O gﬁcosz(lﬂ St ¢)+ o fzsenz(w B2 q)) =

= Ew 02 + chosz(lﬂ St (p)+ Ew 02 - gﬁsenz(w St ¢) =

=0 Oz(cosz(w St ¢)+ senz(w St (0))+ g(cosz(w St qu)— senz(w St (p)) =

2

=g, + chos(Z’w ft (p])

Logo, a equagdo B-12 fica:

1 L Oy w 0
= Jmde V’.DVTCOS(ZD A 2p)tm nysen(ZD 4t2)7  Eq.(B-13)
0 | | 0

Podemos calcular a energia média do sistema calculando a média temporal de um
ciclo:

T

T - 1 ¥ ' '
E = - '[ E() dt Eq. (B-14)

Para resolver esta equagcdo em calculo, podemos verificar graficamente que os
termos em seno e co-seno da equacdo B-12 possuem médias temporais dadas por:

< cosz(w st (p)> =< senz(w St (p)> = —¢ec< sen(Z{w st ¢JJ)> =0

1
2
Logo:

_ 1 o
E(t)= Emw JA%e = E(0)e! paray <<@, Eq. (B-15)

Assim, sua variacao temporal é:
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‘Z—Jf:—)\ E para ) <<@ Eq. (B-16)

Chamamos de fator de mérito (ou fator de qualidade) a grandeza Q dada pela
relagdo:

0= 271%

Energia Armazenada no oscilador H

Energia Dissipada por Ciclo

E
logo: =21 —
g 0 \E

Como a energia dissipada por cada ciclo ¢ dada por:

yET

VE= "% 1
dt

ento: Q= —= Eq. (B-17)

2n @,
y y

Voltaremos a discutir esta grandeza quando formos abordar o assunto de oscilagdes
forcadas, logo a seguir.

Oscilagao Forcada Amortecidas

Seja o nosso sistema considerado anteriormente onde, agora, aplicamos uma forga
externa. A fonte desta forca ¢ o nosso gerador de dudio (ou gerador de funcdo —
equipamento que fornece uma tensdo variavel) que fornecera uma corrente elétrica ao
alto-falante. Pela equacao B-2, sabemos que o nosso sistema sofrera uma forca, sendo a
tensao aplicada ao sistema dada por:

U(t)= U,cos(@ t)

logo
U
i(¢) = % = Focos(w 1) ¢ a forga:
blU
F()= BUi()= = ~cos(@ 1) Eq. (B-18)

Bli
definindo F, = Tl’ entdo temos £ (t) = Fycos@ t)= F,cos(2T t) Eq. (B-19)

onde f ¢ a freqiliéncia aplicada ao sistema fornecida pelo gerador de dudio.
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Logo, a equagdo B-6 vai ficar:
mx+ bxt kx= F(t)= F,cos@ ¢?)

ou, de forma equivalente, dividimos toda a equacdo pela massa do sistema

F
i+ 3x+ ﬁx = L cos(@ 1) Eq. (B-20)
m m m

Anteriormente encontramos a solucdo da equagdo homogénea desta equagdo
diferencial de segunda ordem, que chamamos de x,, ou seja, a solucdo particular para

F():O.

A solucdo mais geral pertence aos nimeros complexos, mas precisamos apenas da
sua parte real, assim a solugdo complexa sera:

Z(t) = Ae'® Y
Vamos mostrar aqui a solu¢do sem demonstracdes. Quem tiver interesse, podera
recorrer a bibliografia extra, em livros de célculo III, ou poderd ver uma possivel

abordagem dada na referencia [1], pp. 82.

A solucao sera:

x(1)= Rez(r)= A@ )coslm t+ 9@ )] Eq. (B-21)
sendo
F 2
Az(w ) = 02 2 1 ) 2 E (B 22)
"ol ] @
w ot +
o 20 0721
e ¢(w) = arctan % = arctanl Y% _n- arctang+H Eq. (B-23)
w’-m, wz_ﬁ Omw 2 - k[
m
A amplitude A sera méxima quando @ = @ :
F, 2 F,
A4=Aw, )= —2—= 2 Eq. (B-24)

mw,\  bw,

O fator de qualidade, que ja foi comentado anteriormente, ¢ definido como:
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Eq. (B-25)

Sendo W, e W , as frequéncias de meia poténcia.

De forma equivalente, Q ¢é a razdo entre a amplitude maxima A@ ;) e a amplitude

para baixas frequéncias 4(0). Como

F
A(0) = — e A@ ) =
ma ma , y
A@,) _w,
entio: Q= ——= — Eq. (B-26
A0) q. ( )

Podemos interpretar o valor de Q como sendo o valor de amplificagdo da
ressonancia . Quanto mais estreita for a curva de ressondncia, maior serd o fator de
qualidade do alto falante.

Afw)

Figura B-1.— Curvas de ressonancia para varios valores de Q. Quanto mais estreita,
maior o valor de Q: 20,85, 4, 10 e 20 para as curvas em ordem crescente de A@ )

A potencia dissipada pelo alto-falante ¢ dependente da forga resistiva e dada por:

Veja a equacao B-11. A sua média temporal pode ser calculada pela integral

%j[P(t)dt’

Cuja solugdo é:
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EH o Eq. (B-27
mi q. (B-27)

Para o caso da ressonancia, ou seja, @ = @ ,, a poténcia média dissipada sera:

P, = leiH Eq. (B-28)
2 0y m
— 1 QFD e 1 0F D
P, = Ll : = —bE—E Eq. (B-29)
_  1.0F0 ), 1 O0F T
P, = —bH—H - - - e —bE—E Eq. (B-30)

Calculo da Amplitude de Oscilagao

Observe que podemos também obter a amplitude de oscilagdo a partir de dados
experimentais, sem a parte tedrica de oscilacdes. Cada periodo obtido no osciloscopio
do sinal Doppler, representa um deslocamento de A/2 do alto-falante, pois o caminho
6tico que a luz percorre aumenta de A (A/2 na ida em direcdo ao alto-falante e A/2 no
caminho de volta para o interferdmetro, apos ser refletida). Sendo assim, podemos
calcular a amplitude de oscilagdo contando o numero de periodos Doppler para meio
periodo de oscilagdo, obtendo:

A= Eq. (B-31)

Note que no sinal Doppler, hd uma variacdo do periodo das oscilagdes ao longo da
curva. A regido onde os picos estdo mais proximos, ou seja, onde o periodo ¢ o menor
indica que a membrana possui maxima velocidade, assim podemos calcula-la:

u”‘l
2*At

onde At ¢ o menor periodo do sinal Doppler.

Note que

dx _d
u-= E: E(ACOS(WH‘ 9:))

Assim, o modulo da velocidade maxima da membrana € u,, = W A. Isto é verdade no
caso em que A ¢ proporcional a forca elastica k X, ou seja, quando estiver oscilando em
regime elastico.
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Assim, da equagdo podemos obter

A

Az — ;
PETYEY Eq. (B-32)
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Apéndice C
Efeito Doppler

Como comentado no inicio deste experimento, podemos perceber o efeito Doppler
quando, por exemplo, um carro de formula 1 se aproxima (o som do motor fica mais
agudo) e depois, quando ele se afasta (o som fica mais grave).

Como a velocidade da luz ndo pode ser somada com a velocidade da fonte, as tinicas
grandezas que se alteram sdo a freqiiéncia e o comprimento de onda. Sendo assim, se
imaginarmos que a membrana ¢ uma fonte mével emitindo o feixe sinal, este feixe sera
infimamente (x << c) alterado pela acdo do efeito Doppler. Desta forma teremos as
condigdes necessarias para que haja uma interferéncia do tipo batimento chegando ao
fotodetector, podendo ser visualizada no osciloscopio.

Diferente da onda eletromagnética (por exemplo, a luz), ondas mecéanicas, como o
som, possui uma velocidade constante em relagdao a apenas ao meio em que se propaga.
Em geral, para o som, podemos considerar que esse meio ¢ a atmosfera, assim
consideramos o observador se movendo com velocidade u, podendo ser nula, mas
sempre inferior a velocidade da onda v. Sendo f; a freqiiéncia da onda emitida pela
fonte e Ay 0 comprimento de onda na fonte, podemos ter trés casos:

* A fonte estd parada e o observador se move com velocidade v em relagdo ao
meio

A velocidade com que o observador encontra cada franja da onda serd v +u caso
esteja se aproximando da fonte, € v —u se estiverem se afastando, assim a freqii€ncia
observada sera:

re s g 2 f 2 Eq. (C-1)

Efeito Doppler para uma fonte
pontual imovel

—Fonte Pontual parada

Figura C-1.— Esquema representando frentes de ondas emitidas por uma fonte pontual
imovel (A = Ag)
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* A fonte se move com velocidade V em relagdo ao meio

A equagio sera !

- 0 . N
f i V|- para aproximagao Eq. (C-2)
N + para afastamento
Se Viv<<1:
f= fogli %@ (V<<v) Eq. (C-3)

Ou seja, volta ao caso anterior.

Efeito Doppler para uma fonte

pontual €m mMovimento rfpone Pontual deslocando para a
direita com velodidade inferior
a de propagacao da onda

AN P
=<
%%é/ Note que para o caso da
%%%//% onda eletromagnética, a
//////% fonte nunca estara acima Qa
///// velocidade da onda, ou seja,

tera velocidade sempre
inferior a c.

Figura C-2. — Esquema representando frentes de ondas emitidas por uma fonte pontual
se movendo com velocidade constante

* A fonte e o observador se movem em relagdo ao meio

u
I+ —
v

Eq. (C-4)

V:

1+K
v

Para a velocidade da fonte superior a velocidade da onda, temos o efeito do cone de
Mach. Veja referéncia [1] para mais detalhe, pp. 151.
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Veja a seguir trecho retirado de uma das referéncias

“Um outro uso da espectroscopia (também usado para a Classificagdo
Luminosa) ¢ a derivagdo da velocidade radial, isto €, a velocidade do objeto na
linha visada, utilizando o Efeito Doppler.

“Em 1842, Christian Doppler (1803-1853) deduziu que, para um corpo
luminoso se aproximando (ou se afastando) do observador, o comprimento de
onda da luz diminui (ou aumenta) em relagcdo aquele observado em laboratério. O
comprimento de onda de uma fonte que esta se movimentando com velocidade L
em relacao ao observador ¢ deslocado por:

AN v GE 1 E
T - ZCOS 0 ,20 Eq. (C-)
T

“Onde O ¢ o angulo entre o vetor velocidade e a linha de visada. Se a
velocidade for muito menor que a velocidade da luz, e considerando U, como a
componente da velocidade na direcdo do observador:

AN v,
S Eq. (C-)
c
“Em 1868, Sir Willian Huggins deduziu a velocidade radial de Sirus
observando a pequena diferenca no comprimento da onda da linha F (HB) do

hidrogénio. Mais tarde, foram observadas variacdes nessa velocidade (veja se¢do
20.2).” Bl
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Apéndice D
O experimento de Michelson-Morley

O texto a seguir foi extraido da referéncia [2].

“Em 1887 Michelson e Morley fizeram uma experiéncia que se mostrou de
grande importancia. A experiéncia foi planejada com a intencdo de estudar o
movimento da Terra em relagdo ao referencial éter'. Como a Terra se move em
torno do Sol, parecia ndo realistico fazer a priori fazer a hipdtese de que o éter se
moveria com a Terra, e, como vamos indicar mais tarde, j4 eram conhecidas na
época observacdes experimentais que contradiziam esta hipdtese. Seria muito mais
razoavel supor que o éter estivesse em repouso em relacdo ao centro de massa do
sistema solar, ou ao centro de massa do universo. No primeiro caso, a velocidade
da Terra em relagdo ao referencial do éter teria um médulo da ordem de 10* m/s;
no segundo caso, ele seria um pouco maior. A idéia bésica da experiéncia era
medir a velocidade da luz em duas dire¢des perpendiculares a partir de um sistema
de referéncia fixo na Terra®. Se considerarmos por momentos a teoria classica,
resumida na adi¢do vetorial (abaixo), veremos que a teoria prevé que as
velocidades medidas deverdo ter valores diferentes quando a luz se propaga em
direcdes diferentes em relagdo a diregdo de movimento do observador através do
éter.

Viuz em relagdo a referencial em movimento — Viuz em relagdo ao éter — Vreferencial em movimento em relagdo ao éter

“Embora a diferenca esperada entre as duas velocidades da luz medidas fosse
pequena, devido ao fato de que a velocidade da Terra em relacdo ao éter € pequena
comparada a velocidade da luz em relacdo ao éter, Michelson e Morley
construiram um aparelho com um interferometro que seria suficientemente
sensivel para detectar e medir esta diferenca. E eles se surpreenderam
extremamente ao verificar que ndo puderam detectar nenhuma diferenga. Eles, e
muitos outros investigadores depois deles, repetiram as medidas com
equipamentos aperfeicoados, mas nunca se observou diferenca alguma. Apesar
das previsOes da teoria classica, a experiéncia de Michelson-Morley mostrou que a
velocidade da luz tem o mesmo valor, ¢, medidas em dire¢des perpendiculares em
um sistema de referéncia que se supoe estar em movimento através do referencial
do éter.

“Estes resultados chamaram a atencdo da maioria dos fisicos, e muitos deles
tentaram inventar explicagdes que seriam consistentes com os resultados de
Michelson-Morley e que ainda mantivessem o méximo possivel das teorias fisicas

' Eter ¢ o referencia absoluto, segundo a teoria classica da mecanica. Acreditava-se que haveria algo no
universo que permearia todas as coisa e que seria o referencial absoluto, ou seja, quem estivesse em
repouso com relagdo a este referencial, estaria em repouso absoluto. O experimento discutido acima
comenta porque esta teoria passou a ser considerada errdnea.

? Isto funcionaria, pois a luz teria uma velocidade constante em relagdo ao éter apenas.

04 - 28



entdo existentes. Entre essas explicagdes, foram notaveis a ‘hipotese do
arrastamento do éter’ e a ‘teoria da emissao’.

“A hipotese do arrastamento do éter supunha que o referencial do éter fosse
localmente fixo a todos os corpos de massa finita. Era atrativa porque explicaria os
resultados de Michelson-Morley, ¢ nao envolveria modificagdes nas teorias
existentes. Mas nao poderia ser aceita por muitas razdes, entre as quais a principal
se relacionava ao fendmeno astrondmico chamado aberra¢ao da luz. Era sabido,
desde o século XVIII, que as posigdes aparentes das estrelas se movem
anualmente em circulos de diametros muito pequenos. Este ¢ um efeito puramente
cinematico, devido ao movimento da Terra em torno do Sol; de fato, ¢ o mesmo
efeito que faz com que a chuva pareca cair fazendo um angulo com a vertical para
um observador em movimento. A partir desta analogia, ¢ facil ver que a aberracdo
da luz nao existiria caso a luz devesse se propagar com velocidade de modulo
constante em relacdo ao referencial do éter, e se este referencial fosse arrastado
pela Terra.

“Na teoria da emissdo, as equagdes de Maxwell® sdo modificadas de forma a
que a velocidade da luz fique associada a velocidade de sua fonte. Isto também
explicaria os resultados de Michelson-Morley, ja que sua fonte luminosa estava
fixa ao interferometro utilizado para medir a diferenca das velocidades da luz; mas
essa teoria deveria ser rejeitada porque estava em conflito com medidas
astronOmicas relativas a estrelas bindrias. Estrelas binarias sdo pares de estrelas
que giram rapidamente em trono de seu centro de massa comum. Considere esse
par num instante em que uma esteja se movendo na direcdo da Terra e a outra se
afastando. Entdo, se a teoria da emissao ¢ valida, em relagdo a Terra, a velocidade
da luz de uma das estrelas seria maior do que a da luz da outra estrela. Isto faria
com que as estrelas parecessem se mover em Orbitas muito estranhas. No entanto,
em 1912 De Sitter mostrou que o movimento observado das estrelas bindrias sdo
explicados de forma precisa pela mecanica newtoniana quando a velocidade da luz
por elas emitida ¢ considerada com modulo independente de seu movimento.

“Todas as evidéncias experimentais (incluindo as evidencias de uma série de
experiéncias contemporaneas extremamente precisas) eram consistentes apenas
com a conclusdao de que nao ha um sistema especial de referéncia, ou referencial
do éter, com a propriedade unica de que apenas neste referencial a velocidade da
luz tenha moédulo igual a c. exatamente da mesma forma que para referenciais
inerciais e fenOmenos mecanicos, fodos os referenciais em movimento relativo
com velocidade constante sdo equivalentes, no sentido que a velocidade da luz
medida em cada referencial tem o mesmo moédulo c¢. Colocando de forma mais
sucinta a evidéncia experimental:

“A velocidade da luz no vacuo independe do movimento do observador e do
movimento da fonte.”

’ Essas equagdes possibilitaram a uniio entre eletrodindmica e magnetismo explicando o carater
eletromagnético de ondas dessa natureza (ondas de radio, microondas, infravermelho, luz, ultra violeta,
raios X € raios Y.
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PARECER DO ORIENTADOR

O trabalho fo1 bem feito, com bastante trabalho experimental no laboradrio
de ensino de Optica e com bastantes referéncias biblograficas.

Os resultados finais aparecem na forma de um grafico de Amplitude vs.
Frequéncia, para calcular a frequéncia de ressonancia e as frequéncias de
meia altura para poder calcular o fator de qualidade. O mais apropriado
seria fazr o grafico da poténcia média e nao da amplitude pois nesse caso a
curva seria mais simétrica e assim mais facil calcular o fator de qualidade.

O apéndice com a teoria incluido no final do relatério baseia-se num texto
que eu forneci ao estudante.

Considerando o trabalho experimental, calculos, busca bibliografica e
apresentagdo geral, considero que numa escala de 0 a 10, o trabalho merece
nota 8.

Nota final sugerida: 8 (OITO)

Jaime Frejlich

Orientador
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