F689 Particulas e Ondas de Mateéria
g 1. Relacoes de de Broglie.
e Espectros de emissao e absorcao de atomos é composto por “linhas finas”.
o Energias possiveis do atomo FE;, com 7 = 1,2, 3...n...k com n discreto e
k continuo. A surpresa estava no espectro discreto.
o Energias de fétons causando transigoes hv;; = |E; — E;| discretas e
continuas. A parte continua é devido a foto-ionizacao do atomo.
e 1914 - A experiéncia de Franck-Hertz demostrou isso (d&tomo de mercirio).
orbitas especiais
o Bohr and Sommerfeld — Primeiras explicagoes: e

regras de quantizacao

e 1923 - de Broglie: “Particulas materiais, assim como fotons, tem aspectos

ondulatorios”.
£ E=hv=hw
% o Ver complemento Ay { p = hk
g A= 20 — b
- 5 || |P]
o2, 4'% . ’ Y /’
%%,% O § o 1927 - Davisson and Germer confirmam o carater ondulatério das particulas
d§’83;° com a experiéncia de difracao e interferéncia de elétrons. .
.
: Y
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F689 Fungoes de Onda — Equagao de Schrodinger
AU 02 5 4 yersdo de Schréodinger da Mecanica Quantica (um resumo da disciplina F589).

e O estado é caracterizado por V(7,t) que contém toda a informacao possivel

de se obter sobre a particula.

( : o :
Perde-se o conceito de trajetoéria, conhecimento da

posicao e velocidade da particula a cada instante.

e No mundo quantico < . o
Ganha-se o conceito de estado quantico, dependente

do tempo, e conhecimento do futuro baseado em

| probabilidades.
e V(7 t) é interpretada como sendo uma amplitude de probabilidade da
presenca da particula, pois permite definir:
dP(7,t) = C|U (7, t)|*d°r,
onde C' é uma constante de normalizacao, e considerar
a probabilidade da particula estar, no

dP(7,t) como sendo ¢ instante ¢, em um elemento de volume

d>r = dxdydz, centrado em 7.
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350, A presenca do volume d’r permite concluir que:
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F689 Fungoes de Onda — Equagao de Schrodinger
Aula 02 o Principio da decomposicao espectral. Se vocé medir uma quantidade fisica:

o O resultado encontrado precisa pertencer ao conjunto de auto-valores {a}.
o A cada auto-valor estd associado um auto-estado 1, (7) de tal forma que
se U(7,tyg) = ¥ (T) no instante da medida (ty) o resultado da medida

44 77

sempre sera “a

o Para um W(7,ty) arbitrario, pode-se escrever W(7, %) anwa (7),

[Cal?
Yoo |Car>

O denominador desta ultima expressao garante que Z P, =1.

a

de tal forma que a probabilidade de se medir “a” é P, =

44 77

o Se o resultado da medida for , temos que, imediatamente apds

a medida, a funcao de onda Colapsa de U(7, to) para W'(7, tg) = ¥ (7).
e Evolucao temporal de ¥(7,t) = A equacao de Schrodinger:
0 h? .

Zha\lj(frat) — _% A \Ij( ) + V(r,t)\Il(r,t),
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o 2 62
?’ O onde A=VE= 85'32 * ‘91‘/2 t o
d%? V(7,t) = energia potencial
9% RN
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F689 Propriedades da Equagcao de Schrodinger e comentarios adicionais
Aula 02 ¢ Nota-se que a equagio de Schrodinger é linear e homogénea em W.

comportamento

Principio da superposicao
o Consequéncia + {

, . ondulatorio
VU = amplitude de probabilidade

Conhecido ¥(7, tg),

e Nota-se que a equacao é de primeira ordem em ¢t =
conhece-se o futuro!

e Comentarios:

o Para um sistema composto por uma particula

/dP(F, t)=1 .'.C/\\IJ(F, t)?d*r =1 .'./\\IJ(F, t)|?d>r é finito.
O que equivale dizer que ¥ é quadraticamente integravel.

1
Note que el / U (7, t)|*d’r mais tarde veremos que C nao depende

§ do tempo e que ¥ pode ser escolhido para ter C' = 1.
g — —
r(t r(t
| % Classica: condicao inicial _)( 0) = o futuro ﬁ( )
33,05 o Note v(to) v(t)
953 o N e o~ e e = =
Cc’)&%w . Quantica: condicao inicial W(7,tg) = o futuro W(7r,1t)
9% o

¥ 4
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o Conservacao no nimero de particulas sera util em muitos casos.
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F689 Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.
Aula 02 ¢ Particula livre (nenhuma forca atua sobre ela).

V(r,t) =0
o Neste caso, temos:
W2 (R t) = — 12 A W(F, 1)

(a solucdo é U(7,t) = Aeik™=wt) onde A = constante,

que fornece ih.(—iw)Ae*FT—wt) — —25— (—k2) Aei(k-m—wt).

2
o Percebe-se que: < \
p= hk w= 3~
Se usarmos de Broglie obtemos l
E = hw E =

Conhecida da mecanica classica

hk?

( P(7,t) é homogénea em todo o espaco.
U(7,t) nao é quadraticamente integravel e

o Nota-se que |¥(7,t)]* = |A|* { . 5
". rigorosamente, nao pode ser um estado
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F689

Aula 02 o
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Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.
Principio da Superposicao: uma combinacao de solugoes também é solucao

da Equacao de Schrodinger! Isto também vale para misturas “continuas”

de solucoes que definem o chamado:

1 I
Pacote de onda tridimensional = W (7, t) = /g(k)ez(k‘r_w’f)d?’k

(2 )3/2
z(k:a:—wt)dk

o Para facilitar - uma dimensao ¥(x,t)

-7 [

o Primeiro, considere a forma do pacote em um dado instante, ¢ = 0

0 (x, ke dk.

Om/

Comentarios < mas o formato do pacote continua valendo.

integravel, mas o pacote pode ser.

o Em seguida, tome a transformada de Fourier do pacote

0)e” *dg

g(k):\/%_ﬂf\lfx

E razodvel supor g(k) centrada em ko e com largura Ak. Porque?

)
* Nas préximas aulas estudaremos ele se movendo.

+ Note que se ligdssemos V (7, 1), ¢(k) mudaria,

* Note que a onda plana nao é quadraticamente
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F689 Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.
Aula 02 Que tal a resposta: Porque queremos que o pacote represente uma particula com

velocidade mais ou menos conhecida e com precisao minimamente controlada.

Suponha g(k), tal que |g(k)| tenha o formato da figura abaixo de uma distribuigao

lg(k)

A =
o

v

>

?TA

>
ko k

centrada em kg com largura Ak (definida pela 1/2 altura).

Para desenvolver intuicao, considere uma soma finita especial com trés ondas

Ak Ak
planas kg, ko — — € ko + — com amplitudes proporcionais a 1, 1/2, e 1/2,

respectivamente. Isso fornece

INn

- Ak
- x

- Ak
g(kO) ikow | L i(ko— Ak)g 1ik+Mx g(k’o) ikox e’ 2 T+et
D7 e S GA T L

 Va Var

g | ko) . Ak
%%%O o que resulta em [¥(x)= Mezkoaj |1+ cos —z||= observe os zeros e miximos!

83 V2 2
pL \", y
.. . T ; ; N . NN
__onde, mdximo: interferéncia construtiva; zero: interferéncia destrutiva. g & 7
MAPLima -
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Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.
Aula 02 o A figura mostra a parte real das 8 ondas cuja soma resulta na parte real de ¥(x).

o A curva tracejada é:

(1 + cos %x) x |W(z)

-

Figura 4 do livro texto

e Em x = 0, as trés ondas estao em fase e interferem construtivamente.

e Ao se afastar de x = 0, elas ficam fora de fase até interferirem destrutivamente

leto em 1+ cos X = 0= g = 4 o
oe COS — & = —x = ST = ——— € Ty =
por completo em 5 T 5 ¥ T.. T N
2 2 4
e A distancia entre os “zeros” é ro —xr1 = Ax = A—7/T€ — (—A—Z) = A—Z

MAPLima ® Ou ainda, AzAk=4m — quanto menor (maior) Az maior (menor) Ak.

L2
Ak

g T
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F689
Aula 02
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Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.

e Importante: A férmula da caixa azul do slide 7 mostra que |V (x)| é
periddica em x e desta forma tem uma série de maximos e minimos.
Isso é devido ao fato que W(x) foi construido pela superposicao de um
numero finito de ondas. Para uma superposicao de um ntmero infinito
e continuo de ondas, tal periodicidade pode nao ocorrer e |¥(x,0)]
apresentar apenas um unico maximo localizado em zy.

e Para explorar melhor esse assunto, considere novamente

Uz, )etR T dk.

Om/

o Aprendemos que |¥(z,0)| terd um méximo quando as ondas planas

interferirem construtivamente.

, Ak Conhecida por
o Escreva g(k) = |g(k)|e**™®) = e suponha —~ Pequeno. | condicio estaciondria

a(k) = alky) + (k — kg) [d—o‘}k by’ para k o—J

no intervalo kg — 28 < k < kg + 2

Nestas condicoes vale {

do

o Se chamarmos [—

dk]k k:o

—xy, podemos escrever:

U(x, N /|g )|efeko)—ilk=ko)zotikz gk o simplificar para QW M
T
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F689
Aula 02

-

e A figura abaixo representa as duas situacgoes
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U(z,0) =

—

1

—e
\ 2T

Note que quando |x — zg| é grande, a exponencial oscila (dentro do intervalo

Ak ao redor de kg) e anula a integral.

Re { lg(k)l ik —ko)(x = xo) }

/ lg (k)|

7
\
\

Note que quando x ~ xy, nao temos oscilagao e |¥(x,0)| é méximo.

Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.
iou(ko)+iko.x / (k) |l k—Fo)@=20) g

note que é onde |g(k)|#0

Re { (0] 400"

Figura 5 do livro texto

R
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UNICAMP I



F689 Descricao Quantica de uma Particula. Pacotes de onda.
Aula 02 o Gostariamos que a particula estivesse em um intervalo Az ao redor de zy.

o Para que a probabilidade de encontrar a particula fosse nula nos extremos

de Ax,a funcao 'k =ko)(#=20) tom que dar pelo menos uma oscilada quando

Ak Ak
k varre o intervalo [kg— 5 kO—I_T]' Isso significa impor (k—kg)(x—xz¢) > .

e Se Ax é aproximadamente a largura do pacote, encontramos algo importante:

O produto das incertezas AkAx tem um valor minimo!

e De argumento similar, nasce a chamada relacao de incerteza de Heisenberg:
AkAx > 1/2 — ApAx > h/2.
e Mais tarde veremos que h/2 é a condicao minima para um pacote Gaussiano.

e Comentdrio sobre a origem do nome “condicao estaciondria” do slide 9.

§ Re-escreva a equacdo da caixa azul do slide 9 com g(k) = |g(k)[e’**), isto é
g _ 1 ia(k) jikx PN
s U(z,0)=—= [ |g(k)le e dk, e note que a exigéncia de que a soma das
V2m o —
g;; :5? / condigao estacionaria da
O&%OE fases seja um extremo com respeito a k em kg fornece o= —[—} -
> 35 A tdk - k=R
o o -
¢ Valor de x, onde k<k, e k>k, contribuem com mesmo sinal: interferéncia construtiva &‘"’A
¥ 11
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AF?S‘(?)Z Relagcao de Incerteza de Heisenberg
ula
De volta com a onda plana.

1 a probabilidade de encontrar a
e Vimos que para ——

V2m

e A onda plana é um pacote com um tnico k£ e uma tunica frequéncia

(ko —wot , o
el(kFoz=wot) J harticula em V posicao é constante,

o que faz Axr = oc.

. uma solucao com momento e energia bem definidos!

e Poderiamos escrever a onda plana no formato de pacote, isto é
1 .
U(z,t) = —— ke Fr=wt) com g(k) = 8(k — ko) and -. Ak =0
@) = —= [ ok (k) = 30— ko)

Comentdrios
o Caso medissemos o momento linear de particulas com a funcao de
onda ¥(z,0) = Ae’ a resposta seria sempre p = hk.
o Para todos os valores reais de £ podemos associar ondas do tipo
U(x,0) = Ae'*® O espectro de momentos varre o continuo, assim

como o espectro equivalente da Mecanica Classica.
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08%8& diferente de zero

o Como veremos, em seguida, na realidade g(k) sempre tem uma largura

%o N o
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F689 Relacao de Incerteza de Heisenberg
Aula 02 De volta com o pacote de ondas planas.

e Vimos que parat =0, o pacote pode ser escrito por

U(x, )e*e dk

0= 75/ o
27
e Se uma medida de momento linear fosse feita em ¢t = 0, a quantidade |g(k)|?
estaria relacionada com a probabilidade de encontrar o valor p = hk.
|2

e Assim, |g(k)|* pode ser interpretado como a densidade de probabilidade, no

espaco dos momentos, de encontrar a particula com momento p = hk.

e Ou ainda, dP(k) = C|g(k)|*dk é a probabilidade de encontrar a particula

com momento linear entre hk e hk + hdk.

e Ao varrer todos os valores possiveis, / dP(x,0) = / dP(k) =1 ™\

e Podemos usar a relacao p = hk, para re-escrever

Uz, )etk dk = W(x,0)

Om/ m
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- /]\I!(x,0)|2d:1: =1= /// VT (p)e' P —P)E dpdp da = v
03 O 27Th Isso permite
°&, too [~ escolher C=C=|
83%. =57 // p')2mho(p" — p)dpdp’ —/OO [T(p)["dp .
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AF(I>832 Relacao de Incerteza de Heisenberg
ula

e Para um caso simples envolvendo uma distribuicao g(k), com apenas
trés pontos, obtivemos AkAx > 1. Se repetissemos a estratégia para
W (p) obteriamos, conforme ja indicado no slide 11, ApAxz > A, onde,
Ap é a largura da curva |¥(p)|.

e Essa propriedade, valida para ondas em geral, ficou surpreendente
por envolver particulas materiais e ficou conhecida por Principio

ou Relacao de incerteza de Heisenberg. Na pratica significa:

E impossivel prever o resultado da medida da
posicao e do momento linear de uma particula,

com precisao arbitraria.

h
Para sistemas classicos, onde — pode ser considerado desprezivel,
m
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gé’go ApAz > h — AvAz > — = AvAz >0,
o ;
3% as trajetorias (conhecimento de v e x,Vt) podem ser previstas. R
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