F689 A Evolugao Temporal do Pacote de Onda

Aula 03 - :
e Na aula passada escrevemos que um pacote de ondas unidimensional (uma

unica dimensao nao é uma restricao relevante e facilita) é dado por:

1 _—
U(x,t) = \/—Q_W/g(k)ez(k'x Y dk

Uma dada onda plana do pacote se propaga com velocidade vy, conhecida por

velocidade de fase, e obtida pela condicao:

t
kr —w(k)t =cte =z = Cke+t

vy = velocidade de fase
E  h’k* Rk hk p 1

Lembrando que: w = == o = 9 = Vg :\‘% =5 — §Ucléssica

e Note que o pacote dispersa, pois ondas com diferentes valores de k£ tem

diferentes velocidades vy (k).
e No caso de ondas eletromagnéticas no vacuo, ve independe de £ e todos os

vgbs sao iguais a ¢, ou seja, todas as ondas que fazem parte do pacote se

movem com mesma velocidade (e o pacote nao muda de forma). Em um meio
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&§030 [
Qo0
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F689 Como medir a velocidade do pacote!?

Aula 03 ) hk*
e Voltemos ao exemplo onde somamos apenas trés ondas. Como w = py é
m
Ak Aw
possivel supor que kg + 3 — wo + TR e escrever o pacote na forma:
U(z, ) = L’%){emox—wat) 4 L gi(ho+ B8y o— (ot 82)) lez’«ko—%)w—(wo—%m}
V2T 2 2

_ g(ko)ei(kow—wot){l 4= 1 z(+—x—&t) —l—l j —MaﬁLAWt)}

\ 21 2 2

ko) . Ak A
\/ 27 2 2 tome variagdes infinitesimais
e Note que o maximo desta funcao (em x,,) ocorre quanto o argumento do\j:osseno
Ak Aw Aw Aw .
¢ nulo. O que permite concl — Ty, ——1t)=0—> z,, = —t=
nu que permi ncluir ( 5T 5 )= x AL TV T Ay T

e Note que nao se trata da média (ponderada) das velocidades, que seria dada

] _ wo 1w+ Aw/2 1 wo—Aw/Q ) ( 2

§ por: Up = (- + - T+ 1/4+1/4) =

3

: h :

& = Ak/2 — Ak/2 1+1/44+1/4) =
o o (ko 3 (ko + Ak/2) + 4<ko k/2))/(VI+1/4+1/4)
°df<’§ — iko wo — p — U_g v, coincide com a velocidade classica

80000 2m ko 2m 2 \\",’

MAPLima Vg 7 Us- A quantidade vy € a chamada velocidade de grupo do pacote. u:.:: 9)



F689 Ainda sobre a velocidade do pacote com 3 ondas

Aula 03 o Origem fisica da diferenca entre velocidade de fase e velocidade de grupo.
Ak
k0+7—>()\<)\0) —_— EE— U¢>v€(bO)
ko = (A=X) —> — > U= U<(150)
Ak > (0)
k0—7—>()\>)\0> _— > \ U¢</U¢

e Note que em t = 0, os 3 maximos coincidem em x = z,, = 0. As ondas

tem diferentes velocidades. Quando vai haver a préxima coincidéncia?
hk

e Uma vez que vy aumenta com k (pois, vy = 2—), o maximo a direita da

m
Ak / / . /
onda ko + - alcancard o maximo da onda kg que por sua vez, alcancarg

Ak

o maximo da onda kg — — A coincidéncia serd tripla novamente, pois as

hAKk . wO—I—Aw/Q B wo
4m ko +AKk/2 kg

e Considere At = o tempo necessario para a nova coincidéncia. Ele pode ser

~

) sao iguais.

velocidades relativas (vpe) =

calculado pela distancia entre as frentes a direita da primeira coincidéncia,
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3)000 dividido pela velocidade relativa, At = < o — Fo 1 % ) ~ Urel §"’A o
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AF?833 Ainda sobre a velocidade do pacote com 3 ondas
ula
e A distancia entre dois maximos pode ser escrita por

( 27
2y 2 Ay

use qualquer uma

a
At

s w+Aw o
d = 9 k0+2Ak:/2 + (k:o—:—Ak//é)At = « das definicoes de d = v, =

para obter

27 w—Aw/2
| Fo=AE/Z T <—k:0—Ak:/2>At
e Escolhendo a primeira expressao para d, podemos escrever a velocidade de
27
Bt A 2k | wo "
At At ko

grupo por v, =

|
«——>
e Das definicoes de At e v, do slide anterior, | Id t=At
escrevemos | |
Af— Ak/Z N ko(W0+AW/2)—WO(kO—I—Ak/2):27‘_ Ak/Q
§ ko(ko—l—Ak/Q) . ko(ko—l—Ak/Q) koAUJ/Q—woAk/2,
koAw/2 — woAk/2 A
% podemos escrever v, = 0 wéo A kc;g / + C]:;) = Ac]:’ conforme slide 2.
he | do d hk® Bk
%:.@;-POE e No limite infinitesimal, isso corresponde a v, = d: = o=
35 mem
%o R

A velocidade do centro do pacote ¢ igual a velocidade da particula classica! ¥ | 4
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F689 A velocidade de grupo segundo a condigao estacionaria

Aula 03 : .~ C
e Para aplicar a condicao estacionaria no pacote, tome

1 .
U(x,t) = ez /g(k)ez(kx“t)dk e escreva g(k) na forma

g(k) = |g(k)|e*™® = isso vale para ¥V nimero complexo.

Isso permite re-escrever o pacote na forma:

1 . .
W) = = / g(J) i@ Rt g

e A condicao estacionaria é obtida fazendo a primeira derivada da fase
(argumento complexo da exponencial) com respeito a k igual a zero em ko,
centro de |g(k)|. Conforme j& argumentamos, isso equivale a pedir que a
primeira contribuicao diferente de zero seja quadratica em k£ — kg, o que faz

ela contribuir com o mesmo sinal antes e depois de k.

d

_® Assim, a condicao estacionaria ¢é T (a(k) + kz — wt)|k=k, = 0 e isso implica
: d d o
5 em: %&(k)’kz:ko + Ty — (%w(k)]k:ko)t = (0 = solucao cldssica de um ponto
i-lz-i
- _ _d

e - . . . L T (0) = — 97 [k=ko

o\ PE  Tm que realiza movimento uniforme na direcao z, com "

03550 Vg = GF lk=ko-
g3 g A
S\

Tm(t) é o centro do pacote que viaja com velocidade de grupo v, ¥ 5
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AF?833 Particula em um potencial escalar independente do tempo
ula

—

e Isto é, a particula estd em um ambiente onde V (7,t) = V(7).

e Sabemos que ondas associadas a particula respeitam as relacoes de de Broglie:

2T 2T 2mh h
)\ = == = — = —
k  p/h p p

o O texto diz: Se A for muito menor que os comprimentos tipicos do movimento

da particula, o movimento € classico. Vamos explorar esse tema.

o Efeitos quéanticos aparecem quando potencial V (7, t) varia apreciavelmente
em um comprimento de onda. Isso é o mesmo que pedir que diferentes
pedacos de um pacote de onda possam sentir diferentes trechos do potencial
e a interferéncia em possiveis encontros dessas partes da onda pode gerar
efeitos quanticos mensuraveis.

o Com isso em mente, estudar potenciais tipo caixa é importante, pois sao
descontinuos (variam com certeza dentro de um comprimento de onda) e
sempre produzem efeitos quanticos.

o Uma questao importante: como decidir se um sistema é quantico? Quando

usar a equacao de Schrodinger em detrimento da de Newton? Afinal de
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%%%O contas sabemos que a equacao de Newton funciona muito bem para sistemas

&)8"0" ° macroscopicos e de baixas velocidade (v << c¢). W
%,

¥ 0
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F689 Particula em um potencial escalar independente do tempo

Aula 03 . S . .. S
e Separacao de varidveis da equacao de Schrodinger e estados estaciondrios.

L0 h? I
zha\ll(r,t) —%A\P( t) + V(#A)U(7 t)

O que sao estados estacionarios?

o Para obté-los, suponha que seja possivel escrever: V(7. t) = ¢(7)x(1).
0

o Hipotese razoavel, considerando que os operadores —, A, e V(7) dependem

ot

apenas de uma das variaveis 7 ou ¢, indicando um desacoplamento entre elas.

o Insira essa forma na equacao acima, para obter

() Sx(0) = 5 x(1) 2 () + V()

e divida essa expressao por ¢(7)x(t)

0 o1
R (t) = () + V()
: @ ot “2m (" 4
g dependéncia dependéncia
S8
= s6 em t s6 em ¥
83(’% o Como 7 e t sao variaveis independentes, essa equacao sé sera satisfeita

%5,
d’§g°;o se os dois lados forem iguais a uma constante, escolhida hw. W

4‘\' 7
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F689 Particula em um potencial escalar independente do tempo
Aula 03 4 Continuacao: Separacao de varidveis ... e estados estaciondrios.

o Do lado esquerdo, obtemos:

Zh%% (t) = hw = g (t) = —iwx(t) . x(t) = Ae ™"

Note que podemos ignorar A e deixar a normalizagao para ¢(7).
o Do lado direito, obtemos:

— o DR+ V) = s =5 A7)+ V() = B ()

2m

o Desta forma, a solucao estacionaria da Equacao de Schrodinger fica
dada por U(7,t) = o(7)e ",

o Note que em uma funcao estacionaria, sé aparece uma frequéncia
angular e, portanto, uma energia I/ = hw bem definida.

o Note que |¥(7, t)|* = |o(F

7

2 = probabilidade independente do tempo,
0 que justifica o termo “estado estacionario

o A equagao de autovalor de Schrodinger: Ho(7) = Ep(7F)
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H:—% AV (F) = operador linear H (A1 +Aow2)=A1 Hpi+ o Hps;

djé:o com { o= auto-funcao;
E =auto-valor = quantiza se ¢ — quadraticamente integravel. g}"’é
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F689
Aula 03
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Superposicao de Ondas Estacionarias
Suponha que as solugoes de Hp,, (7)) = E, ¢, (T) sejam conhecidas.
( (1) W, (7, 1) = @ (F)e *Frt/m § solucdo da Eq. de Schrédinger
dependente do tempo.
Vimos que <
(2) U(7t) = U, (7,t) = . cnpn(Fe Ent/h também é

\solug:éo, pois a equacao € linear.

o Note que ¢,, sao constantes arbitrarias e podem ser complexas.

o Note que ¥(7,0) = Z cnipn(7), e que a condicao inicial (supostamente
mn

conhecida) de W(7,t) no instante t = 0 determina {c, }.

o Note que ®(7) = Z Cm@m (T) nao é solucao de H®(7) = EP () se para

diferentes valores de m, E,,, #* E. De fato, basta que os FE,, sejam distintos
para m distintos para que ®(7) nao seja solucao da equacao de Schrédinger
independente do tempo. Verifique isso, substituindo ®(7) na equacao.

Um pacote construido com solucgoes estacionarias ¢ solucao da equacao de

Schrodinger dependente do tempo. O pacote estudado de ondas planas é

s6 um caso particular! R
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AF?833 Potenciill quadrado unidimensional. Um estudo qualitativo.
ula

e Suponha A = —, o
- p Figure 7 do livro texto
comprimento de onda ]
Potencial a
de de Broglie. quadrado l
: |
e A troca da Fig. b pela |
. , , 0! > X
Fig. a é razoavel, se )
¥ d << A Potencial b
real
e Se aumentar a /
. h2k2 0 > X
energia F = Syt P
m Forca 3
27 o
A com k = — = )\ diminui £
A 0 .
» X
e a troca deixa de ser razoavel. V
e No potencial da Fig. a, onde Potencial quadrado da Fig. a que representa o potencial real da
£ . . . Fig. b, I d f dad la Fig. c.
i 0 = 0, o potencial vai variar, '8 D © qual prodiiz tima forea daca pela M. ©
g : . : :
5 dentro de um comprimento de onda, para qualquer que seja a energia. Efeitos
T A, . . . . -
3 ¢ quanticos estarao sempre presentes. Para o potencial da Fig. b, isso pode nao
Og; =
%%%OE ocorrer para altas energias. Exploraremos esse assunto com mais cuidado nas

(o TR o _
99°  proximas aulas. N Y
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F689
Aula 03
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Potencial quadrado unidimensional. Um estudo qualitativo.

e Comportamento de p(z) na regiao de descontinuidade do potencial (ver figura

do slide anterior).

dp

Em geral, para o potencial quadrado, ¢(x) e d—(x) sao continuos e somente
T

a segunda derivada é descontinua em z; (posigao da descontinuidade do
potencial). Isso porque a equagao de Schrodinger precisa ser satisfeita em
todos os pontos e a descontinuidade do potencial deve ser compensada pela
descontinuidade da derivada segunda de ¢(x). Isto é:

08 )+ V (w)elx) = Bolx)
_ 2mdx —_—— =

~~

7

descontinuas em xy continua em

d?p . , . . dp . ,
Para que W(m) seja descontinua em z1, é preciso que d—(x) seja continua,
T T
embora “bicuda” (derivada descontinua). Note que esse argumento nao vale
d

para V(z) o< 6(x — x1). Neste caso, d_go(x) precisa ser descontinua para se obter
T

um infinito na derivada segunda e compensar o infinito do potencial em x;.

d d om [T

dx dx

e Analise se —So(xl—l—n)——gp(xl—n):ﬁ [V(z)—E]p(x)dr=0. g A

_fr]
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F689 Analogia com a otica
Aula 03 o Considere os estados estaciondrios em um potencial quadrado unidimensional

T (@) 4 V(@)p(x) = Be(a)

ou ainda

[+ 2B~ V(@) ele) = 0

e A idéia é comparar esta equagdo com a equagao de onda (obtida das equagoes

de Maxwell na auséncia de cargas e correntes):

(E»(q D) = E(z) i, embora na direcao €
r,t) = eE(x)e R
P 202 propaga na direcao &
n
[de t |E(z) =0 com { €& = 0 — sdo ortogonais
| n(7,t) = n = cte = meio transparente
2 202
e Nossa analogia leva a h—?(E —Vi(x)) = n >— onde as fungoes ¢(z) e E(x)
c

precisam satisfazer as mesmas condicoes de continuidade nas descontinuidades

do potencial.
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i n(Q)—m\/QmCQ(EV){
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relacao entre os parametros

6ticos e mecanicos. ¥ 12
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Rop _ Analogia dtica: barreiras e pocos de potencial
Aula 03 ® Solucoes de

2 292 1
[% i nc2 JE(x) = 0 com n(Q) = 5-5v/2mc(E — V)

7 (

para 2 > V <

meio transparente, pois n(€2) é real
\n2 > 0 = solucdes do tipo eT#?,
e Observe que <

)
meio opaco, pois n(€2) é imaginédrio puro

para B <V { _ : 4
n® < 0 = solucoes do tipo e**”.
V(x)
e Exemplo 1: E |
V, | !
:
p X X
1) Na Mecanica Classica: uma particula encontra esse potencial e
continua com menor velocidade.
§ 2) Na Otica: a onda se propaga em um meio cujo indice de refracao
g ¢ n1 = ;5V2mkE, encontra em x; uma descontinuidade, com
De B > V< . .. L.
¢ |2 ne = 75+/2m(E — V) e se divide em duas ondas: uma transmitida
%%o O% e outra refletida.
G T 3) Na Mecanica Quantica: probabilidade P de ser .
%o . R
refletida e de 1 — P de passar. ¥ |13
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F689 Analogia otica: barreiras e pogos de potencial

Aula 03
V(x)

V, | |
E | ]
X X

4 A . , . ’ .
1) Na Mecanica Classica: uma particula encontra esse potencial e

bate e volta com a mesma velocidade.
2) Na Otica: a onda se propaga em um meio cujo indice de refracao

éng = %\/ 2mFE, encontra em x; uma descontinuidade, com

Se E < Vo ng= hig\/ 2m(E — V), um ntmero imaginario puro, e se divide em
duas ondas: uma desaparece exponencialmente e outra é refletida.
3) Na Mecanica Quantica: a particula também volta, no entanto

admite-se uma probabilidade diferente de zero de encontrar a

| particula em = > z;.

e Esse ultimo aspecto se torna mais interessante no caso da figura abaixo.
Para x > x1, temos e . Se |ro — x1| ndo for >> — = parte da onda

passa para a regiao x > xo. Isso da origem ao chamado efeito tunel.
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F689 Analogia otica: potencial quadrado
Aula 03 V(x)
E>0 |
0—
E,<0 | Xi| = >

v —

( A [ ] rd [ / .
1) Na Mecanica Classica: uma particula oscila entre x; e x5 com

energia cinética Fp = FEy + V)
r < 1 = ny = imaginario puro
2) Na Otica: { z < To = N3 = imaginario puro
V< By <04 a:1<a:<x2:>312:real
onda oscila nesta ultima regiao (com certos modos vibracionais
- modos normais). De outra forma as ondas incidentes e refletidas
interferem destrutivamente e desaparecem.

3) Na Mecanica Quantica: sé algumas energias sao permitidas.

Origem do termo quantizacao da energia.

n, — N3 — hLQ 2mE1
ng = %\/Zm(El + V())

Para se obter as ondas refletidas ¢ < x; ou transmitidas x > x5, € necessario

E1 > 0= nq1,n9 e n3 sao reais
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4 |
%(%;, sobrepor infinitas ondas que surgem de reflexdes entre x1 e xo.
03;0 . A . O
‘§°°° Existem ressonancias onde T =1 e R =0. A AN
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