AF?S‘(?M Revisao e perspectivas para os proximos capitulos
ula
e No inicio da aula de hoje faremos uma revisao dos conceitos basicos da
mecanica quantica apresentada no capitulo 1 (coisas ja vistas em F589),

fazendo uso de aplicativos/animacoes encontradas na internet.

e Daremos atencao especial ao experimento de dupla fenda de difracao e

interferéncia obtido com um feixe de fétons e com um feixe de elétrons.

e Na segunda metade da aula iniciaremos o capitulo 2 que apresenta as:

Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica.

e Assim, comeca hoje a apresentacao de um formalismo bastante elegante,
introduzido por Dirac no inicio do século passado, sobre uma das teorias

cientificas mais bem sucedidas da humanidade para descrever a natureza.

e Primeiro, na segunda metade desta aula e na aula seguinte, faremos uma

revisao rapida sobre funcoes de onda, produtos escalares, bases de funcoes,
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aula 04 ¢ Comecamos por definir o espaco de funcdes de uma particula:

W (7, t)2d3r{

a probabilidade de encontrar a particula no

instante ¢ e no volume d°r = dxdydz no ponto 7.

e Por razoes fisicas (particula precisa estar em algum lugar), queremos que
esta probabilidade satisfaga / U (7, t)|*d°r = 1, ou seja as funcdes precisam

ser quadraticamente integraveis.

e Isso define um conjunto de funcées do tipo L? que tem estrutura do espaco de
Hilbert.

e Funcoes continuas e diferencidveis sao as fisicamente aceitdveis. Chamaremos

esse conjunto de § = um subespaco de LZ.
A estrutura do espaco §
a) § como um espaco vetorial
Se W1(7) e Wy(7) pertencem a § = W (7) = MU (7) + AaWo(7) € §. Para V A4
e Ao, numeros complexos. Para ver isso considere
[T(F)|* = [MPEP) P+ A ? [ T2 (F)|* + AT A WL (F) T2 (7) + A A3 (P) U5 (7)
&§go e note que os dois ultimos termos tém o mesmo moddulo, isto é:

* * [ = — * — * /= — = P y-
N (7)) = AN (AT )] = Dl @)
MAPLima ) 12
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aula 04 e assim escrever

(T (7)]% < (A PTLA) 2+ | A2 (7) ]2 + [INATE (F) T (7)| + (A AT (7) T35 (7))

e U@ < AP + PP + 20 |91 (7)]|W2(7)]

< | (F)] + o (7)
Se for menor mesmo, é possivel escrever
(A < M PF)] + D[ C2(F)* + [T (F)]* + [ 2 (7))
Como todas as funcoes do lado direito da desigualdade sao quadraticamente

integraveis, concluimos que o lado esquerdo também é.

Para perceber que 2|A1||A2|| U1 (7)||Wo(7)| < |1 ()] + [T2(7)|?, use que
— — 2 — — — —
(121 (D] = [T2(F)])” = 0= [w1(F)]* + [L2(P)]* — 2[T1(7)||P2(F)] = 0

g e UL (P)]? A+ [0 (F)]? > 21 ()] | Wa(7)]
3 b) Produto escalar em §
A = sepeFepeF
%ggofqg (p,9) = /d37"¢*(77)¢(77) entao, a quantidade
8% (¢, 1) converge NN

“a¥ 13
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aula 04 Propriedades do produto escalar

0 6.0) = [ o @) = [ [ dro@o)] = w0y

(@, A\1901 + Aath2) = A1 (@, 1) + A2(¢, 1p2) = linear
(ii) vale

(A1th1 + Aotha, @) = AT (Y1, @) + A5(2h2, @) = antilinear

(iii) Se (¢,9) =0 = ¢ e 1 sdo ortogonais.

(iv) (1)) = / d>r * (7)1 (7) = real, e é zero sé se () = 0, V.

§ (v) v/ (¢, 1) = norma.
;
2 ¢ (vi) Desigualdade de Schwarz: [(¢1,2)] < vV (W1, 1)V (e, 1h2)
s ( Pt
i3
. a demonstragcao desta desigualdade estd no proximo slide NN

% |14
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aula 04 Para demostrar a desigualdade de Schwarz, considere ¢ = 11 + A9, e escreva

(@, 0) = (1, 91) + A(W1,¥2) + A (Y2,91) + AN (2,92) > 0 e escolha (vale)

A= — EZ% Zli Note que o segundo e terceiro termos se cancelam, e obtenha:
2, P2
(i) — CERROD S ) () > (1,2 (2, )

(V2,92)
que pode ser invertida para (11, %2) (2, ¥1) < (¥1,91)(¢2, ¢2). Como os

termos sao reais positivos, podemos tirar a raiz e obter:

(1, 2)| < v/ (1, 91) v/ (2,12)  c.q.d.

c) Operadores Lineares
Definicao 1: A é um operador se, dado ¢ € F — Ay(r)

uma funcio que pode nao ser LZ.

W'(7), onde ¢'(F) é

Definicao 2: A é um operador linear se
A1 (F) + Ao (F)| = AL Ay (7F) + Ao Aeha(7)

H¢(x7 Y, Z) — w(_xa —Y, _Z)
Ezemplos de operadores: § X(x,y,z) = z(x,y,z) — pode ¢ F.
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AF?S‘(?M Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
ula
Produto de operadores: AByp = A(By(F)) = A¢(F) onde ¢(F) = B(F)

Em geral AB #+# BA
o Definimos o comutador de A com B por [A, B] = AB — BA

Note que [X, D,|o(F) = (x%—%x)¢(f> — xagg) —w(F)—xag;T) = — (),
0 que permite concluir que [X : Dm} = —1
Bases othogonais discretas em §
a) Definicdo:
(1w, € F
up €§

Considere um conjunto de fung¢oes de § (enumeravel e contavel) <

\’LLZ'ES"

—

Dizemos que o conjunto é ortonormal se (u;, u;) = /d?’ru;k (P)u; (T) = 044

L sei— i
onde §;; = { e j é o delta de Kronecker. {u;} é uma base
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica

st b) Componentes de uma func¢do de onda na base {u;}

(o)) = (uj, Y coui) =Y (uj,ug) = iy = ¢y

ou seja | ¢; = (u;, V) = /d3r ur (M)Y(r) | — integrais de “recobrimento”.

Comentarios:

o Observe estrutura vetorial v = g v,€; onde v; = €; - U

i
o A mesma funcao pode ter componentes diferentes em bases diferentes.
o Nas proximas aulas representaremos operadores na forma de matrizes.

c) Produtos escalares em termos das componentes {u;}

primeiro note {z((?) z %ZIZJU’LZ;Z)") e calcule (¢,v) = Z biu;, Z cjuj)

para obter (¢, ) = Z bic(ui,u;) = Z bic;bi; = Z bl c;

Observe que (¢,1)) = ZC Ci = Z ‘Cz‘z

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

d%()

0% Note estrutura vetorial U= szez, w= Z’wzej — V- W= Z’Uzwz N Y
MAPLima e 3l

UUUUUUU

QOo



F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
oy d) Relagcao de Completeza de {u;}

que pode ser reorganizado na forma

-
/

wle) = [ o) [ S uwui )] = [ o Fe )

F(7,r")

7
O que permite reconhecer F(7,17) = §(F — r’) — delta de Dirac. Assim a
¢

relacao de completeza pode ser escrita na forma:

ZU’L Iy = §(F — 1)

Comentéario
o Se {u;} é uma base, a relacao da caixa azul é satisfeita. E se a relacao da

caixa azul for satisfeita, serd que podemos concluir que {u;} é uma base?

-
/
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