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Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica

Aula 05 ¢ Bases que nao estao contidas em §

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Exemplo: a base de ondas planas ja utilizada para construir pacotes de ondas.

1 +oo - ipx
vw) = <= [ e

cuja transformada de Fourier fornece:

— 1 +OO —1ipxT
) = o= [ do (@
1 ipxT 2 ].

Note que um elemento da base é dado por v,(z)=—=e* com |v,(z)|"= s
T

V21h

e isso faz com que a integral / v, (7)|*dx fique divergente = e .. v, ¢ F.

e {v,(z)} é o conjunto de todas as ondas planas com — oo < p < +00.

e Até aqui tinhamos {u;}, com i discreto, agora o novo indice p é continuo.

Y(a) = [737 dp d(p)vy(x) em {vp(2)} & P(@) = 3, ciug(x) em {u;}

Temos

() = (vp, ) = [T da v () (@) © ¢ = (ug, ) = [ do wl(x)(x)

Note que c¢;, com i discreto, é andlogo a Y (p), com p continuo.
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Esta aula se encontra no site: http://sites.if.unicamp.br/maplima/  neame




AF?S?)s Bases continuas
(1, ¢) = [ dpld(p)|? Jdp <>,

e Mostre que — note as trocas
(¥, ) =3, leil® PP)?  |ail?

e Serd que v,(x) satisfaz a relacao de completeza?

oo / ]. oo Q( o /) ]_ oo k:( _ /) /
/ dpvp(x)vp(x):%/ dp en\ ¥ ) = / dk "\ ) =§(x — x')

2T ) _ oo

— o0 — o0 P
\ apendice 11

Esta féormula é andloga & Z ui(z)uf (x')=6(x — 2’) basta a troca /dp = Z

(2

e Normalizacao? Calcule (v, v, )

+00 . +o0
(Up, V) = b dr e® @' —p) — 1 du et (@' —p) — 5(p' — p)
brp 2h J_

21 ) _ oo

3

¢ Compare com (u;, u;) = 0;; € perceba a troca 0(p" — p) < dy;

T.IZ.
L
°d§’;, g Dizemos que as vy(x) sdo ortonormalizadas no sentido de Dirac
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F689 Bases continuas em 3 dimensoes
Aula 05 3/2 BT

e Para o caso 3-dimensional o elemento da base € igual a vy(T)= ( e

(p(F) = [ d®p Y(P)vy(F) em {vz}

)

Y(p) = (vg, ) = [ d°r vg»(_’)w(f') — coeficiente de expansao
O que fornece ¢ (p, )= [ d3r o*(F)(7)= [ d®p ¢*(P)(p) — produto escalar

[ @p vp(F)vi(r') = (7 — ') — completeza

| (vp,v57) = 0(p— p’) — (orto)normalizacao

Resumo
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F689 Bases continuas em 3 dimensoes
Aula 05 o Base de funcoes delta — definidas pelos elementos Ery (7)) = 6(F — 70)

O conjunto {&5,(7)} é de fungoes de 7 com indice 7y,
onde e
£r, () ¢ § — nao sao quadraticamente integraveis.

e Como expandir ¥ (7) nesta base? Que tal ¢ (7) = /d?’row(f’o)d(f’— 7o)

Note que (7)) = /d?’r O(7 — 79)w(T) e isso permite escrever:

W(F) = / d*ro (7)) Er, (7) similar & (7) = > cju;(7)

1

(o) = (Ery ) = / dr €4 (M) (7) similar & ¢; = (us, )

(ui () < &5y (7)

% A similaridade fica evidente com as trocas < 0 5

£ Zz — fd To
%%%O% LCi <7 ¢(F0)
d?g‘%o c; e Y(ry) sao coordenadas da mesma funcdo ¥(r) em duas bases e
MAPLirm3 diferentes, {u;(7)} e {&7,(7)}, respectivamente. :':.f 4




F689 Bases continuas em 3 dimensoes
Aula 05 o Como fica o produto escalar (p,1)?

Que tal (p, 1) = / &Pro o* (7o) (7o)

e Como ficam a normalizacao e a relacao de completeza? Que tal

(577075776) = /d37“ 5(?7—770)5(77—7_”()/) = 5(770 —77()/)

/ dro €, (F)en, (7') = / dro 8(F — 7o) (7' — 7o) = 6(F — 7)

e Assim, tudo que foi feito com a base {u;} pode ser generalizado para a base

{&, (7)}, usando as regras de correspondéncia:

< Z@Fo
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- E Z@/d ’I“()
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Qoo
Qoo 6 <:>5(_, . _,/) &‘"’A. a
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AF?S‘(?)S Estados fisicos e bases continuas
ula

e (Comentarios

(O Um estado fisico corresponde sempre a uma funcao de onda
quadraticamente integravel.

(O Nem vz(7) nem &z, () representam um estado de uma particula.
Elas sao apenas auxiliares matematicas.

(O Na éptica classica, as ondas planas sao muito uteis, mas 14 também,
v+ Av com Av # 0 = Nao existe onda plana na pratica.

(O O mesmo se passa com &z, (7). Na pratica ele é:

€)= 6 (7 — 7o) = 09 (2 — )5 (y — 90)0) (= — 20)

1
onde 8¢ tem largura e e pico — centrado em zo(yo ou z) de tal forma
€

+oo
que / 5 (& — zo)dx = 1.

4 — 0
;E (O Construido assim, §7(?Z)(77) é quadraticamente integravel.
% (O Note, entretanto, que no limite 21_1;1(1) 57(%) (F) = &7,(F) — ela nao é
%(?% quadraticamente integravel.
0%0 RN
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F689

Bases continuas - generalizagao

Aula 05 ¢ (eneralizacao: Bases continuas ortonormais

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

c,%?()

Qoo

QOo

MAPLima

Defini¢cago: Um conjunto de fungoes de 7, {w,(7)}, com indice «, tal que

Completeza = [ da wo (F)wk (7)) = 6(F —7')
respeite

Orthonormalizagdo = (wa, War) = [ &r wk(Fwe (F) = §(a — o)
Comentérios:

* Sea=0a = (W, w) diverge — w,(7) ¢ 3.

% A variavel o pode representar varios indices, como no caso de 7y ou p.

% A base pode ter uma mistura de indices discretos com indices continuos.
Nosso livro texto representa essa situagao por {u;,wq }. Encontraremos
varios casos ao longo do curso. Entre eles a base de funcoes estacionarias
da Hamiltoniana de uma particula sujeita a um potencial tipo caixa, ou de
um elétron sujeito ao potencial Colombiano (o atomo de hidrogénio), etc.

Neste caso valem as seguintes propriedades de ortogonalidade e completeza:

(wiyu;) = 0ij;  (Wa,we) =0(a—a'); (U, we) =0

Zui(F)uf(F,) + /da wa(ff’)wg(f”) = §(F — 7;»/)
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F689 Expansoes de um estado em uma base continua
Aula 05 o Componentes da func¢do de onda 1 (7)

Primeiro escreva a funcao na forma v (7) = /d3r’ Y(F)o(F — 7). Em

. — —/ . . . ~
seguida, tome a 6(7 — 7') na base desejada e a insira nessa expressao.

o Como exemplo, vamos usar a base continua do slide anterior, isto é

/da we (Mwi (7" = 6(F — 7). Isto fornece:

0= [ @ o) [ da wa (s )] = [ da / 1w () [l

Assim, (7) = /da c(@)we () com c(a) = /d3r’ wr (T ().
Y(r) = Zz ciu; (7T)

£o Observe a analogia com a base discreta, onde tinhamos com
‘%\ Ci = (uia ¢)
- %o Note que a base {v, = ezgw} ¢ apenas um caso partlcular da base {wq },
(P voo
d’(’?’ooo w(x):\/%/_oo dp ¥ (p) 5 com ) (p) \/— )e n\\",}
4‘\7
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F689 Produto escalar e norma em termos das componentes
i e Como ficam as expressoes para o produto escalar e norma em termos
das componentes da funcoes de onda em uma base continua?
= [da b(a)wy(F)
Suponha dois estados fisicos, de uma particula,
V(7)) = [do c(a)wy (T)

b(a) = [ d*r" wi(7)p(r")

cujas componentes sao

() = [ ' wi, (7 ) ()

Temos que (p, ) /dgrgo ) /da/da b*(« /d3r We (T wer (T)

~"

d(a—a')
g (p.0)= [ da b (a)e(a)
OC?)OE Note caso particular (i, 1)) :/da c*(a)c(a) :/doz c(a)]?.
3’000 RN
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F689 Resumindo
Aula 05

Propriedade Base discreta Base continua

-

Relacao de ortonormalizacao (wsi,uy) (W, Wor ) = 6(a — )

Relagao de completeza ZUZ(F)UZ(F’) =6(F—7") /da wa (F)w? (7)) =5(7 — 7)

(2

Fxpansdo da funcao de onda  (F) = Zciui(f’) W(r) = /da c(a)wq (T)
As componentes de (T ci = (u;, ) cla) = (wq, )
Produto escalar (p, ) = Z bl c; (¢, ) =/da b*(a)c(a)
Quadrado da Norma (¢, ) = Z ;) (¢, ) :/da lc(a)]?.
i
g e Note que a mesma funcao de onda pode ser representada por diferentes bases.
% e Note, em especial, que as componentes em bases diferentes sao diferentes, mas
g > ¢ £ 4 ’” .
%:O%O-‘g representam “pedacos” da mesma coisa.
0335 nspi - - smo!
3%, o Isso inspirou Dirac a criar um novo formalismo! S o
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AF?S‘(?)S Mais motivagao para o formalismo de Dirac
ula

Até aqui tivemos em mente o seguinte postulado: “O estado quantico de uma

particula estd definido, em um dado instante, por uma fungao ¢ (7)”

Y(r) € § e é uma amplitude de probabilidade.

e A interpretacao probabilistica é:

robabilidade de encontrar a particula dentro
() Pd*r = ; -
de um volume d”r centrado em 7.
e Em seguida mostramos que 1 (7) pode se representada por conjuntos distintos
de componentes: ¢;, ¥(p), c(a), e até o préprio (), correspondendo &

diferentes funcoes de base:

Base Componentes de (1)
u; (7 c¢; — 1 discreto
£ vg(T) Y(p) — P continuo
% Ery (7) Y(ry) — 7o continuo
(©)
2 We (T) c(a) — « continuo
32 7m
OOSO"Q
0% A

3355 e Parece R° — espaco vetorial.

9% o A, g
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AF?S?)S O formalismo de Dirac (inicio)
ula
e Faremos algo similar ao que é feito no espaco vetorial R>. A proposta é que:

. “Cada estado quantico de uma particula seja caracterizado por um vetor de
estado pertencente a um espaco abstrato &7 (este espaco, daqui para frente,

serd definido como o espago de estados de uma particula). Definimos entao:

: &# = subespaco do espaco de Hilbert,l

em analogia com

§ = subespaco do espaco L?. |

e ¢ val permitir a generalizacao do formalismo.

e Existem sistemas fisicos, cuja descricao quantica nao pode ser feita por

funcoes de onda (com 7 do espaco R*). Um exemplo é o spin da particula.

% Para levar em conta esse tipo de possibilidade, trabalharemos de fato com
O
£ um espago ampliado, &, maior que &7, (onde & C &7).
03: g
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