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Representagoes no espaco de estados

e Representagao matricial do ket [¢)') = A1)

Conhecendo as componentes de |¢) em uma dada representagao,

A questao é {

como calcular as componentes de [1)') na mesma representagao?

As componentes ¢; de |¢') sao dadas por c; = (u;|¢") = (u;|Aj) = {(u;|AL|)
" CZ=<uz!A(Z!ug><ug\)\¢>=z<uz|fl\ug> (uj|) ZA’L]CJ com ¢; = (u;|1)
J

J J
Isso é apenas uma operacao matricial, dada por:

[\ [ Au A o Ay

/
Co A21 A22 ce Agj ce Co

c, - o AL -
Se a base fosse continua, terfamos (faca em casa): ¢/ (a) = /da’ Ala,a)e(a'),

que pode ser presentada por:

() — A(a, o) c(a) R
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F689 Representacoes no espaco de estados

G i IR Algebra matricial para obter o niimero (¢|A|¢)) em uma base conhecida

Se a base é discreta, {|u;)} com b; = (u;|¢) e ¢; = (u;|), terfamos:.

(0| Al) = (p|LATL[) = @IZM uil) (Z!%)%I)IW:Z@A@'M

Isso é apenas uma operacao matricial, dada por:

All A12 ce Alj ce ( C1

Agl A22 ce Agj \ \
(p|Alpy = (( by by ... bF ... ) : S :

Ail Aig “e Aij e Cj

o ) U

Se a base fosse continua, {|wy)}, com b(a) = (wa|e) e c(a') = (wa|P),

terfamos:  {(p|A|Y) = (p|LAL|Y) = //dada’ b*(a)A(a, o' )e(a) que

§ pode ser presentada por:
E
%%,OO% (p|Al) = ( oo bla)r L ) : Ala, o) : c(a)
33 ;
§Oo° : R

MAPLima
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F689 Comentarios

Aula 08
5% B (o] = (p|A, onde ¢; = (u;|¢") e b = (ui|p), é representado por uma matriz

linha, dada por

All A12 “e Alj “e \

A21 A22 Agj
(eres oo oo )y=(bbs ..obr .o )| = o

Ail Aig Ai]’

o ((p|A)|v) = (p|(Al)) = (p|A|Y) nada mais é que a propriedade associativa
das matrizes: (AB)C = A(BC) = ABC.

e Como voceé calcularia |¢) (1|, sabendo todos os ¢; = (u;[Y)) na base {|u;)}?

Que tal?
(cl \ (clc{ C1C5 ... C1Cf ... \
i} Co CoCy C2C5 ... 0203‘-
. * _x * o .

% (cres...cf ... )=

O

g C; c;cy  c;cs ... ciecko. ..

g 1 2 i
(s I E . . . . . .
ooo%?.oOg . . . . . .
d”gz;oo -y

o
A,

MAPLima
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F689 Representagao matricial do operador adjunto

I ~ ..
o e Estamos prontos para obter a representacio matricial de AT, o operador

adjunto de A.
Sabemos que (A") = = (u;|AT|u;) = (u;|Alu;)* = A% .

ij

Ay A ... Alj e \ Ajlkl 51 e ;1 ce \

A21 A22 PP A2j PP {2 52 PO A;Q ..
se A= : : : : f = AT = : : : :

A Ap o o Ay A, A5 AN

o \

De forma similar poderfamos escrever AT em uma base continua {|wa)}

Al(a, o) = (wa| ATwar) = (war|Alwa)* = A*(o/, @)

§‘ Aij :A;z —)A” é real.
% e Note que se A é Hermiteana, AT=A e ",
- % Ala,a)=A* (', a) > A(a, ) é real.
e
%gc;, Q £ |10 operador adjunto de um operador é o complexo conjugado da
8% matriz transposta. Se Hermiteano, a diagonal € real e A;j :A;f,&-. N Y
¥ 4
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F689 E se cada um escolhesse uma base diferente?

MAEO5] Mudanga de representagao (nos preocuparemos com a discreta).

(base velha) {|u;)} <= {|tx)} base nova)

u;| € o bra da velha,
A matriz S;r = (u;|tg) terd um papel importante, onde (il )
It) € o ket da nova.

uayy = 2o |wi)(ui| = 1 com (uiluj) = 0s
Pyionyy = 2 lte)te] = 1 (tlte) = One
o Note que ST é tal que (ST) = (Sik)* = (tx|u;). Quanto vale ST57?

Um elemento desta matriz é dado por ( STS Z S Sie = Z tre|ws) (uilte)

Por serem bases, vale {

Mas isso pode ser reescrito por <tk|(z \uz><uz|)\tg> = (tx|te) = Oge- O que

(2
(. J/
-~

I

§ permite escrever STS = I. De maneira andloga, podemos achar SST = T.
_% Para isso, repita o raciocinio anterior,
3 O% (557),, ZSkS Z wilte) (g = (uil (O [tk) (el ) ug) = (ualuz) =05
g3 ! W
4‘\' 5
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F689 E se cada um escolhesse uma base diferente?

oy 2 Transformacao das componentes de um ket da base velha para a nova.

(temos o0s) (u;|Y) <= (queremos os) (tx|1)

A estratégia é similar: agora fazemos uso do operador unidade da base velha

em: (tg|), isto &, (tx|v)) = (tg|L]yp) = <tk!(z i) (ug| ) [9) = Z (i) (wil)
(ST)kz

E isso nos leva da base velha para a base nova: (tp|y) = Z (ST>M<U¢W>

o A relacao inversa (base nova para a base velha) é obtida por:

(wilth) = (ui L)) = (uy Z|tk trl) 1) Z<uz|tl€ (k) Zszk (tklv)

Sk tem um papel importante.
e Transformacao das componentes de um bra da base velha para a nova.
(temos os) (¢Y|u;) <= (queremos os) (Y|tr)

(lte) = D (Wlui)(uilte) = Y (Wlus)Sin

7 7

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o A relacao inversa (base nova para a base velha):

5 i) = D (Wit tufu) = DI (5T), g, g

MAPLima k k ¥ 6
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F689 E se cada um escolhesse uma base diferente!?
Aula 08 ¢ Transformacao dos elementos de matriz de um operador.

(temos os) (u;|A|u;) <= (queremos os) (ti|Al|ts)
A estratégia é similar: fazemos uso do operador unidade da base velha em:
(bl Alte) = {talLAR|te) = 3 (bl s Al g 1) = S (1), A1y S50
ij ij
o A relagao inversa (base nova para a base velha) é obtida por:

(il Alug) = (s WAL uy) = Cuslte) (E| Alte) (belug) = ) SinAre(ST),,
1] k¢

¢ Um resumo rapido sobre o que aprendemos:

o Representar um ket (vetor estado) em uma base: Z |ug) (ui| )

1

o Representar um bra (funcional linear) em uma base: Z(@D]uzﬂu%\
i
o Representar um operador em uma base: (u;|A|u;)

o Representar o conjugado do operador em uma base: (u;|At|u;) = (u;]|Alu;)*

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o Mudar de representacao (de uma base para outra), usando: S e S f

e N A
MAPLima Préoximo passo: aprender a construir bases. ¥ | 7
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F689 Construindo Bases

Aula 08 ~ P
g I8 Equacoes de autovalor. Observaveis.

o Autovalores e autovetores de um operador.

é dito um autovetor ou autoket de A, um operador linear, se

[4) Alp) = Al9),

onde A\ é um nimero complexo (chamado de autovalor de A).

O conjunto de autovalores é chamado de espectro de A

o Comentdrios

(1) Note que se [1p) é um autovetor de A, com autovalor A\, a|¢) também é

com o mesmo autovalor, pois A(a|y)) = aAlY) = al|yp) = Aa|y)).

(2) Para tentar resolver essa ambiguidade, podemos exigir que (¢|1)) = 1.

Resolve? Note que e¢?|¢)) tem a mesma norma que |¢)). Esté fase arbitraria

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

9 ~ / . 3 ~
93; (’ nao serd problema, pois veremos que tanto e*?[t)) como |)) terdo a mesma
05 . ~ o . . , :
% 35 informacao fisica e essa arbitrariedade poderd ser ignorada.

Q00 . A
MAPLima a¥ |8
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F689 Construindo Bases
Aula 08 ¢ Comentdrios (continuagao) e terminologias sobre: A|) = A|y).

(3) A é chamado nao-degenerado, quando associado a este autovalor existe um

unico autovetor (todos os existentes sao colineares).

(4) Se existir pelo menos dois autovetores linearmente independentes (nao

colineares), correspondendo ao mesmo autovalor, este autovalor é chamado

de “degenerado”.

(5) O grau de degenerescéncia é o numero de autovetores linearmente

independentes com o mesmo autovalor, isto é, se A é g-degenerado, é porque

existem g estados ") (i = 1...g), tal que A|y") = A|y*).

(6) Note que no caso de autovalor degenerado vale o principio da superposigao,

= g
g isto é, o ket [1)) = Z ci|¥") é um autovetor de A com autovalor A,V c;.
e
03931;9 ; espaco vetorial g-dimensional entitulado
9% {|v")} = R
auto-subespaco do autovalor . S%
MAPLima bl




F689 Construindo Bases
Aula 08 ¢ Comentdrios (continuagao) e terminologias sobre: Al)) = ).

(7) Exemplo: Pylp) = A|p) com Py = |1) (1]
A=1=[p)=[¢)
A solugao para |¢)(y|p) = A|p) parece simples:
A=0 — V|p) com (|p)=0.

A = 1 — autovalor nao-degenerado
Note que
A = 0 — autovalor infinitamente degenerado.

(8) Se Algp) = Ajg)  avliave t (AN = (A))T = (@]AT = A ().

Note que, a priori, nada pode ser dito sobre (¢)|A, a menos que AT = A.

e Encontrando os autovalores e autovetores de um operador.

g \'s
2 Em palavras, dado A, como encontrar que satisfagam Aly) = A|y)?
gc%’ O % ¥)'s
3% N

MAPLima |Pm’me7ﬁm espacos de dimensao finita. Depois generalizaremos! | =¥ 10
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F689

Construindo Bases

Aula 08 ¢ Encontrando os autovalores e autovetores de um operador (continuagao).

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Q9o

%?()

Qoo

MAPLima

Primeiro vamos escolher uma representacao, por exemplo, {|u;)}, com i=1,....]V.
(uilugj) = 04
Sabendo que vale ortonormalidade e completeza para essa base
2 i) (ui| = 1,
comece por projetar a equagao em |u;), isto é:  (u;| Ay = A{u;|v). Depois faca
uso do operador unidade para obter: (u;|All|y) = Z(uZ]A]ujMujW) = Mu;|Y).
J
Note que essa é uma equagao que permite encontrar (u;|1y) = ¢; e como ja vimos
anteriormente, se tivermos os ¢;, é o mesmo que ter (uma representacao de) |1¢).
Os elementos da matriz (u;|A|u;) = A;; definem o nivel de acoplamentos entre

os diferentes c;s. Podemos reescrever a equagao da seguinte maneira;
g Aijci = Ae; = g )\513 c; =0

e reconhecer essa ultima como um sistema de equacoes lineares e homogeéneas,

'.s, as componentes do autovetor |1},

onde as variaveis desconhecidas sao os c,

na representacao escolhida.

| Na proxima aula discutiremos a estratégia para resolver esta equacao \\V': T
4‘\
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