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Produto Tensorial de Espacos de Estados — motivacao
Uma ferramenta matematica itil para problemas mais complexos.

Até aqui apresentamos uma ferramenta matematica para tratar uma particula

no espaco R°. Olhamos problemas unidimensionais, envolvendo, por exemplo,

X ou P,, e seus autokets |z) e |p;), mas nao deixamos de citar R e P e seus
autokets correspondentes |7) e |p).

Um bom comeco para iniciar esse assunto seria perguntar, como se relacionam
espacos unidimensionais com espacos bi ou tridimensionais de problemas do 137

Em seguida, ainda considerando problemas do R®, perguntamos, como construir
kets do espaco de duas dimensoes a partir de kets de espacos unidimensionais?

Como aplicar operadores, definidos para atuar em kets de espacos fisicos de

uma dimensdo, em kets de espacos bi ou tridimensionais de problemas do R>?

E o spin da particula? Sabemos que spin nao tem analogo classico. Suponha

uma particula no R> e com spin. Como ampliar o espaco £ para incorporar
spin? Como lidar com operadores que envolvem operadores misturados de spin
e do 37

E o problema de duas particulas. Como escreve-lo em termos da ferramenta
desenvolvida para uma particula? E o problema de N particulas com spin?

.
O produto tensorial auziliard em todas estas questoes. él{’é 1

UNICAMP



F689
Aula [

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Definicao e propriedades do produto tensorial

e Sejam & e &, dois espacos de dimensoes N1, e Ny respectivamente. N1 e No,

podem ser finitos ou infinitos.

Operadores e vetores desses espacos terao indices (1) e (2), para lembrar qual

espaco &1 ou &; eles pertencem.

Produto tensorial de espagos. Comecamos por sua definicao:

O espaco £ sera chamado de produto tensorial de £; e & e serd denominado:
E=& ® &,

se existir, associado a cada par |p(1)) € & e |¢(2)) € &, um ket, denominado

[p(1)) ® |p(2)) € €
Esse produto tera as seguintes propriedades:
(1) A ordem nao faz diferenca

p(1)) @ [x(2)) = [x(2)) ® lp(1))

(41) E linear com respeito a multiplicacao por niimeros complexos.
Ale(W)] ®1x(2)) = Alle(1)) @ [x(2))]
(1) ® |u[x(2))] = ulle(1) @ [x(2))]
(717) Vale a distributiva com respeito a soma de vetores
p() @ [ @) + 22)] = le() @ ba @) + le(1) @ x2(2))
le1(1) + le2(1))] ® [X(2)) = le1(1)) @ [x(2)) + [02(1)) @ [x(2)) S# [ 2
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Definicao e propriedades do produto tensorial
e Esse produto tera as seguintes propriedades: (continuacao)

(7v) Quando uma base for escolhida para cada um dos espagos &1 e &, {|u;(1))}
para & e {|vg(2))} para &, o conjunto de vetores {|u;(1))®|ve(2))} forma
uma base em &.

(v) Se Nj e N, finitos, forem as dimensoes de & e &, a dimensao de &£ serd
o produto N1 Ns.

e Vetores de £.
Como ficaria o produto tensorial |p(1))®]|x(2)), se |¢(1)) e [x(2)) forem escritos

nas bases {|u;(1))} e {|ve(2))}?
(1)) = > ailui(1))

Para ver isso, primeiro escreva e use as propriedades

X(2)) = 2>_; belve(2))

do slide anterior para obter: |p(1)) ® |x(2)) = Z a;ibelui(1)) @ |ve(2))
il
As componentes do produto tensorial sao os produtos
das componentes dos dois vetores do produto. §"’$ 3.
o
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Definicao e propriedades do produto tensorial
Vetores de £ (continuagao).

Existem vetores de £ que nao podem ser escritos por um simples produto
tensorial de dois kets (um de cada subespacgo, & e &), mas como o conjunto
{lu; (1))} @ {|ve(2))} é uma base de £, é possivel escrever:
) = cielui(1)) @ |ve(2))
il
Outra forma de dizer que |Y) ndo é um simples produto tensorial, € dizer
que nem sempre € possivel escrever todos os c;p como produtos a;by (as

componentes de um vetor de cada subespaco).

O produto escalar em €&.
A existéncia de produtos escalares em & e & permite a definicao de um
produto escalar em £, segundo a regra:
[(1x(2)) = lp(1)) @ [x(2)
Dados definiremos como produto escalar
[P (1)X(2)) = |¢'(1)) @ [X'(2))
destes dois kets de & por
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Observacoes:
Para kets de £ que nao podem ser escritos como simples produtos, primeiro

escreva-os em uma base apropriada:

) = cului(1)) ® |vg(2))
W) = luy(1)) ® [o(2))

e depois aplique as propriedades aprendidas e a definicao de produto escalar

para as componentes, isto é

(i (Dog (2)ui(1)ve(2)) = (uz(1)|ui(1))(vr(2)[ve(2))

Note que a relagao acima fornece|(u;(1)vg(2)|ui(1)ve(2)) = 0;50ke

O produto tensorial de operadores (operadores estendidos).

Suponha um operador A(1) que atue em &;. Associaremos um operador A(1)

que atua em £ que respeita a seguinte relacao:

AM[le(1) ® [x(2))] = [AQ)p(1))] @ x(2))

Para obter A(1)[t)) basta usar a expansao acima e linearidade. A, A
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F689 Definicao e propriedades do produto tensorial
AL, produto tensorial de operadores (continuagao).

o A atuacdo de A(1) sobre um ket arbitrario de £ fica
AM[) = AW [ Y carlui(1)) @ [0e(2))] = D cie[AD)|ui(1))] @ [ve(2))
il il
o De forma ansloga podemos definir B(2) a partir de um operador B(2) que
atua em &s.
B2)[¢) = B(2)[ ) cielui(1)) @ [0e(2))] = D cie[Jui(1)) @ [B(2)|ve(2))]
o Se A(1) e B(2) Séczfdois operadores que atu;fn em & e &, respectivamente,

o produto tensorial A(1) ® B(2) atua em &, é linear e respeita a relagao:

A1) @ B2)[le(1)) @ x(2))] = [AD)]e(1))] @ [[B(2)x(2))]

e O produto tensorial de operadores (comentarios).

(@)

Se tomarmos 1(1) e 1(2), operadores unidades que atuam em &; e s,

A1) = A(1) @ 1(2)

respectivamente, podemos escrever: ~
{B(2) = 1(1) ® B(2)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

T te, poderi . A1) ® B(2) = A(1)B(2) e,
MAPLima nversamente, poaeriamlos esCrever: = . 4 6

UUUUUUU



F689 Definicao e propriedades do produto tensorial

i 252 P O produto tensorial de operadores (comentarios-continuacao).

A1) = A(1) @ 1(2)
o Os dois operadores comutam em &.
B(2) =1(1) ® B(2)
Para ver isso, calcule:
AM)B(2)[le(1))@[x(2))]=A(1) [\90(1)>®[3(2)!X(2)>HI[A(l)lw(l)ﬂ ®[B(2)Ix(2))],
e compare Com:

B@)A) [lp(1)@ x(2)]=B(2) | [AD)|e(1)] @lx(2) | =[A0)[e(1)] @ [B@)x(2))].

o Como fica o projetor? Se |¢p(1))(¢(1)| é um projetor em & e |x(2)){(x(2)] é um
projetor em &5, temos que

[p(1)x(2)) ((1)x(2)| =
Iz

é um projetor em &, onde |p(1)x(2)) =

(M) (D] @ [x(2))(x(2)]
(1)) @ [x(2))-

[+]

oC)
Qoo ( '
O&?’ produtos simples de operadores que atuam em &1 e .
3% R

MAPLima ¥ |7
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o Assim como com vetores, existem operadores que atuam em £ que nao Sao
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F689 Equagoes de Autovalor em Produtos de Espagos

Aula 11 .. - ~
e Primeiro, para facilitar, vamos adotar uma nova notacao.

( A(1) significa A(1) ou A(1)

Daqui para frente 4 [0(1))[x(2)) = [#(1)x(2)) significa |¢(1)) @ [x(2))

| A(1)B(2) significa A(1) ® B(2).
Nesta notacao ignoraremos o ®, mas chamaremos a atencao que ele esta

presente, sempre que houver diavida. A presenga dos indices (1) e (2) é

suficiente para indicar produtos tensoriais de operadores e vetores.

e Autovalores e autovetores de operadores estendidos.
Suponham conhecidos os autokets e autovalores de uma observavel A(1)
que atua em &;. Para simplificar, suponha que o espectro seja discreto,
e de acordo com que aprendemos, definido pela equacao:
A, (1)) = anlen (1)) =i =1,2, ..., gn.
Queremos resolver a equagao:
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/T A(D)[¢) = Al¢) com |ih) € &,
Qoo o A
onde agora, A(1) representa o operador estendido (A(1) ® 1(2)). é\“’é
MAPLima o 3
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AF?S?I Equagoes de Autovalor em Produtos de Espagos
ula
o Autovalores e autovetores de operadores estendidos (continuagao).

A partir da solucao de
A, (1)) = anlen (1)) =i =1,2, ..., g,
os autokets [p? (1))

teremos conhecidos = isso permite uma solucao

os autovalores a,,
imediata da equagao de A(1)[y) = A|Y) com |¢) € £, dada por:
) = | (1))]x(2)),V |x(2)) € &. Para ver isso, basta calcular

AM)w) = AQ) [len (1) Ix@))] = [AD)e, ()] 1x(2)) = anle, (1))Ix(2)),
\ mostra que é uma solucao em & |/'

Qual seria a degenerescéncia do autovalor a,? Que tal g, N5, onde N5 é a

dimensao de &7

§ Como {|¢" (1))} forma uma base em &, uma base em & pode ser escrita

g com auxilio de uma base em &, {|ve(2))}, por exemplo. A combinagao das
ggog duas permite escrever [¢p2¢) = |©° (1))|ve(2)) como um ket da base em &.
oc?fo)é;;,o_ Como {|Y-9Y forma uma base de autokets de wm operador Hemiteano A(l).
MAPLimg €™M E, podemos dizer que A(1) também € uma observdvel em &. él'{é 9
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F689 Equagoes de Autovalor em Produtos de Espagos

Aula [ : . ~
y o Autovalores e autovetores de operadores estendidos (continuagao).

o O espectro de A(1) em &£ continua o mesmo que era em & . A diferenga é que
em &1, a, tinha degenerescéncia g,,, mas em &, a,, € g, No-degenerado.

o Se a, é simples (nao-degenerado) em &1, em &, a,, seria No-degenerado.

o O projetor referente ao subespaco correspondente ao autovalor a,, pode ser

escrito por
0

> ROy

il

o Note que é apenas uma extensao do projetor P,(1) = Z [0l (1)) (1)] que

Z\son (D] @ [ve(2 \—Z\son (D@ 1(2)

atua em &;.

e Fquacao de autovalor de C' = A(1) + B(2).

Suponha para simplificar, consideramos

A(l)’@n(l» — an‘@n(l» {
onde

discretos e nao-degenerados.

B<2)|Xp(2)> = bp|Xp(2)>

53,
C%gg’ A(1) e B(2) comutam, pois atuam em espacos distintos e |, (1))|xp(2))

formam uma base em £ de autokets simultaneos de A(1) e B(2). N
MAPLima ' 10
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F689 Equagoes de Autovalor em Produtos de Espagos
Aula I o Bouacio de autovalor de C = A(1) + B(2) (continuagao).

AD)]en (1)) xp(2)) = anlen(1))xp(2))

Assim e consequentemente
B(2)[en (1) xp(2)) = bplen(1))Ixp(2))

Clen(1))xp(2)) = (A(1) + B(2)) e (1)) 1xp(2)) = (an + bp)lea(1))xp(2))-

A equagado acima mostra que o problema C|y) = A|¢)) estd resolvido, onde

{an + by} é o espectro de autovalores C, e
se nota que
[0 (1)) xp(2)) sdo autoestados de C' em &.

Comentdrios:
{lon(1))|xp(2))} forma uma base de autokets de A(1), B(2), e C' em £.

Os autovalores de C sao do tipo ¢, , = an + by. Se, por exemplo, dois pares

©)

(@)

distintos produzem o mesmo autovalor, ¢, , é bi-degenerado. Se isso nao
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ocorre ele seria nao-degenerado. Para o caso bi-degenerado, teriamos a

53 condi¢ao ¢y, 4 = Cpp € 0 autoestado correspondente poderia ser escrito por

o Ao (1 9 1 9 duto tensorial simpl A
wapiies [ IFAPm (1)) Xa(2)+1len (1)) [xp(2)) # produto tensorial simples. & & F4q
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F689 CCOC em Produtos de Espagos

Aula 11 J Se tivermos CCOC’s em &1 e £, veremos que é facil obter um para £.

(€1 ndo-degenerado — A(1)|¢n (1)) = anlpn(1))

Por exemplo, considere < B(2)|xpr(2)) = bp|xpr(2))
pr - YPIAPT

C2)Ixpr(2)) = crlxpr(2))

&> degenerado — {

\

Como B(2) e C(2) formam um CCOC em &, |xpr(2)) € tnico, a menos
de um fator constante. Isto é suficiente para perceber que os 3 niimeros
{an, by, c,} definem o ket |, (1))|xpr(2)), a menos de um fator de fase.
Assim, como A(1), B(2) e C'(2) comutam entre si e sao observaveis em &,

podemos afirmar que formam um CCOC neste espaco.

Comentdrios.
o A(1) nao é por si s6 um CCOC em &, pois nele a,, é No-degenerado.

o B(2) e C(2) nao formam por si s6 um CCOC em &, pois, nesse espago, o

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

par {b,, c,} € Ni-degenerado.

Cc%%g’ o Generalizavel: juntando dois CCOC de &1 e &2, obtemos um CCOC em €.

3% RN
MAPLima “«¥ |12
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F689 Primeira aplicagao: estados de particulas uni- e tri-dimensionais

Aula 11 - . .
e Voltamos agora para uma questao de nosso primeiro slide desta aula: Como

estao relacionados os espagos &, e E77
Er € o0 espaco de estados de uma particula unidimensional, associado ao espaco

de funcoes p(x). Nesse espaco, a observavel X, por si s6, forma um CCOC,

x é um autovalor do espectro de X
onde X|z) = z|z) e )
|z) é o autoket correspondente.
Um ket |¢) de &, pode ser representado por (x|p) = ¢(x), sendo que em
particular quando |¢) = |xg), temos (x|rg) = &z, () = §(x — x0).
e De forma similar podemos construir £, e £, associados aos espagos de funcgoes

X(y) e w(z). Nestes casos, Y é um CCOC em &, e Z é um CCOC em &,, com

e Z|z)=z|z) {

y ¢é autovalor de Y z é autovalor de Z

Y|y)=yly) <

| |y) ¢ autovetor de Y |z) é autovetor de Z

Sendo que <

(na representacao |y), em &,, temos = x(y) = (y|x)
|

| na representagao z), em &,, temos = w(z) = (z|w).
)
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sggo para |x) = |yo) = (¥lyo) = (y — yo)
%c'?’ para |w) = |z0) — (z|z0) = 0(z — 20)
Qoo &"’A A

Est t tudar Eppyy =€, RE, RE
ey s1amos prontos para estudar Cqy; x Q@ Cy Dy =" 13
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F689 Primeira aplicagao: estados de particulas uni- e tri-dimensionais
Aula T o Obteremos uma base de Exy» a partir do produto tensorial entre {|x)}, {|y)} e

{|z)}. Chamaremos de
z,y,2) = |2)|y)|2) = |2) @ |y) @ |2)

Xlz,y, z)=x|x,y, 2)
Estes kets que sao autokets de X,Y, e Z ¢ Y|z,y, 2)=y|z,y,z) e formam

Zlw,y, z)=z|x,y, 2)
uma base em Er=&,,,. Para simplificar, chamaremos |z,y, z) =|7) =|z)|y)|2).
Um ket genérico de &z, fruto de produto tensorial de kets de &£,,&, e £, ¢€
dado por |oxw) = |p)|x)|w). Suas componentes na representagao {|7)} sao

dadas por (rloxw) = (x|p)(y|x)(z|w) = ¢(x)x(y)w(z) (produto simples)
Como fica a representagao {|r)} para o caso |pxw) = |zg, Yo, 20)7

(120, Yo, 20) = 6(7" — 7o) = 6(z — 20)d(y — Y0)d(z — 20)

Para um caso geral de [¢)) € &7, podemos escrever suas componentes na

representagao {|7)} por (z,y, z[th)= ¥(x,y, z), onde

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

2P
mo Qoo
s, =)= [ @ ey 2o slo)= [ dedydz 0o 0w D) g

MAPLima “«¥ | 14
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F689 Ainda sobre estados de particulas uni- e tri-dimensionais
Adla 1l o Uma base de & = Ezy~ (continuacao)

Cada um dos operadores, X,Y, e Z, formam um CCOC em seus espacos
unidimensionais (&, &y, e &,, respectivamente), mas em £ seus autovalores
(sozinhos) sao infinitamente degenerados. Entretanto a trinca (x,y, 2)
define completamente o ket, |7), a menos de um fator. Portanto, podemos
Xz, y, z)=x|x,y, 2)
dizer que X,Y, e Z das equacoes | Y|z, y, z)=y|x,y,2) formam um COCC.
Zlx,y, z)=z|z,y, 2)
o Note que poderiamos ter escolhido outras trincas que formam um CCOC
({P:,Y,Z}
{P.,Y,P.}
{Pe, Py, P.}
| {etc}

e Um exemplo importante: H = H, + H, + H,.

H, é estendido de &,
3(;30 (’ Neste exemplo ¢ H, é estendido de £, = e H atua em €.

AT H., é estendido de &,
g - - A A
MAPLima | Qabendo as solugoes de cada subespago, como resolver H)y = EY)?| %® 15
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em Ex < = pois cada um é CCOC em seu espaco unidimensional.
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F689 Ainda sobre estados de particulas uni- e tri-dimensionais
Aula 11 ¢ Um exemplo importante: H = H,, + H, + H, (continuacao)

Ou seja, sabendo que ¢ Hy|x,) = Ep|xp,) = aequacao H|y) = Ely)

H|w,) = Erwr)
E=FE"P" = F, + E,+ E, é o espectro

tem a seguinte solucao _
e os kets |¢n)|xp)|wr) sdo os autokets.

Na representagao das coordenadas ({|7)}), as componentes dos autokets sao:

(Fp™ P ") = {elon) Wixp) (2lwr) = @n(2)xp(y)w:(2)

Esta solugao (produto de fungoes) é correta sempre que o operador H for

2
separavel. Isso ocorre, por exemplo, quando H = Sy + V(¥), com

m
V() = Vi(z) + Va(y) + V3(2). Lembre que na representacao das coordenadas
P? h? h? R 02 0? 0?
cartesianas o = T 0= —%Vz =5 (8x2 + G + 822) = separavel.

Para ilustrar, ainda nesse semestre, estudaremos o oscilador harmonico

1 1
350 tridimensional, onde V = —mw?R? = —mwQ(X2 +Y2 4 Z2)

o ? : AV,
MAPLima &2 (¢

UUUUUUU

Instituto de Fisica Gleb Wataghin



F689
Aula [

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Estado de um sistema de duas particulas
e Considere um sistema fisico feito por duas particulas sem spin. Podemos

distingui-las com uso de indices (1) e (2). Para estudar esse sistema,
precisamos generalizar o conceito de funcao de onda do inicio do curso.
Diremos que o estado do sistema pode ser caracterizado por uma funcao
de onda ¥ (71, 72) = ¥ (x1,y1, 21, T2, Y2, 22). A interpretagao probabilistica

¢ dada por:

( probabilidade de encontrar a particula

Lo L2 1) em um volume d°r; situado em 77,
d’P(’I“l,TQ):C|¢(T1,T2)’ d37“1d37°2< ( ) ! !

e a particula (2), em um volume d>ry

| situado em 775.

77

C' é encontrado forcando que as duas partl'culas precisam ser “encontradas”.

/dP(rl,rg //CW (71, 7 \ d>rid?ro=1 //W )\2d3r1d2r2

Agora basta criar £, 7, = Er, @ Er,
X, YreZ f CCOC Er I
onde b 71 © 2 ORI U men 71)|72) é um ket de Er 7,
Xa,Ys e Zy formam um CCOC em &,
Um ket produto genérico |¢)) = [1)1)|12) tem componentes 1y (77 )2 (7).
: . IR, e
No futuro, estudaremos kets gerais = (71, 72) = (71, T2|Y). }}1’; 17
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