P Evolucao Temporal
Aula 13 o 6°Postulado: e P

A evolugdo temporal do estado |1p(t)) é governada pela equagdo de Schrodinger

. d
i (1)) = H(Dl(0),
onde H(t) € a observdvel associada a energia total do sistema. Esse operador

H(t) € a Hamiltoniana do sistema.

Regras de quantizacao

o Para construir um operador da mecanica quantica do tipo A(R, P,t) a partir
de quantidades fisicas classicas do tipo A(7, p,t), basta
rocar {f’(:c,y, z) por R’(X;, Y, Z) onde {[Ri, R;] = .[PZ-, Pi|=0

P(Pas Py, P=) por P(Py, Py, P;) [Ri, Pj] = ihdy;

o As relacoes de comutacao em coordenadas cartesianas sao relativamente simples.
Veremos que para outras coordenadas podem ser mais complicadas.

o Em algumas situacoes precisamos de regras adicionais. Por exemplo, suponha
que A(7,p,t) = 7 - p. Na mecanica cléssica, 7- p'= p- 7. Isso nao é verdade na

mecanica quantica devido as regras de comutacao acima. A consequéncia
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imediata é que R - P nio é Hermiteano, pois (}T? : f’)T — PR,

% gz;o ) o . oL 1 - - -5 o g A
A solugdo para o problema é simetrizar: ¥ -p= -(R-P+ P -R).|£'%
MAPLima 2 bl




F689 Exemplos importantes
Aula 13 ¢ A Hamiltoniana de uma particula em um potencial escalar

V(r) = qU(7)

energia potencial potencial elétrico
. d
i (1)) = HOW ),
. P’ . L dr
o A Hamiltoniana classica do sistema seria H = - + V(7), com p' = m— =mu.
m
P? -
o Segundo o que discutimos, a Hamiltoniana quantica fica H = 2 + V(R).
m

2

d P -
o E a equacao de Schrodinger do sistema é: zhEW(t» = [% + V(R)]]¥(t)).

e A Hamiltoniana de uma particula sujeita a um potencial vetor e a um potencial

escalar dependentes do tempo.

Vimos na aula passada que
H(F,p,t) = 55 [0 — ¢A(7, 1)]* + qU (7, 1)

o Segundo o que discutimos, a Hamiltoniana quantica fica

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

gig g g 1 — - = —
OO.&?’CM’ H<Ra P7 t) — 2— [P - QA(R, t)]2 + QU(R, t)
3% m . A

o Note que ¢ o momento conjugado candnico p, e nao mv, que vira P. %u® | 2
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F689 A interpretacao fisica dos postulados

Aula 13 No que diz respeito a observaveis e suas medidas

e Comecemos com a interpretacao probabilistica, via duas aplicacoes do Postulado
4 (caso de um espectro continuo nao-degenerado), que diz:
Quando a quantidade fisica A € medida em um sistema que estd em um estado
normalizado ), a probabilidade dP(«) de obter um resultado entre a e a+do
¢ igual a dP(a)=p(a)da=|{vs|V)|*da, onde |va) é um autovetor correspondendo

ao autovalor o da observdvel A associada com A.

Como fica esse postulado para: A=X e A= P?

_ xr — autovalores
o Caso A= X. Comece pela equagao de autovalor X |x)=zx|z) { > Covet
) — autovetores

Conforme o postulado, dP(z) =[{x|))|*dz = |¢(x)|*dx é a probabilidade de

encontrar a particula entre x e x + dx.

g — autovalores
go Caso A= P. Comece pela equacao de autovalor P|p)=p|p) b
g |p) — autovetores
§g<’§ Conforme o postulado, dP(p) =|{p|)|*dp = |¢(p)|*dp é a probabilidade de
0809 5w, encontrar a particula com momento entre p e p + dp.
9%0 R

¥ 3
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F689 A interpretacao fisica dos postulados

Aula 13 No que diz respeito a observaveis e suas medidas
e Como interpretar a quantizacao dos autovalores (espectro discreto)?

O postulado 3 diz:
O unico resultado possivel da medida de uma quantidade fisica A € um dos

autovalores da observdvel correspondente A.

o Assim, para saber se o espectro é discreto ou continuo, é preciso resolver a
equacao de autovalor: A|v) = aly). Um caso comum de quantizagao esta,
por exemplo, no espectro de energia de uma particula prisioneira de um
potencial. Lembre que para prendé-la a um potencial, é preciso prender a

onda associada a ela. Isso impoe a condi¢ao de contorno lim ¥(r) =0 e
r—00

s6 algumas energias conseguem satisfaze-la, juntamente com as condicoes

de continuidade da funcao e de sua derivada nos pontos de retorno classico.

%o Ainda nesse semestre, estudaremos o espectro do atomo de hidrogénio e
- g veremos que possui espectro discreto (elétron ligado ao préton) com um
95; 2 , . . , . , . .
%%%OE nimero infinito de niveis e espectro continuo, acima da chamada energia de
&) 30 . . ~ Z «“ b2 4 1 o
95  lonizagao, onde o elétron “escapa” do proton com um continuo de Qg AT
[~

¥ 4

UNICAMP
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Aula |3
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A interpretacao fisica dos postulados

No que diz respeito a observdveis e suas medidas

e Como interpretar o processo de medida? O que significa o chamado colapso

do estado, fruto da realizacao de uma medida?

o Essa discussao é motivada pelo postulado 5, que diz

Se a medida de uma quantidade fisica A sobre o sistema em um estado 1) dd

o resultado a,, o estado do sistema imediatamente apos a medida € a projecao

Py |y)
(WP’

e [1) sobre o subespaco associado com a,.

normalizada,

o Assim, o processo de medida poderia ser simbolizado por (¢ — 0) :

[¥(0)) 2 [e(to = €)) ZZ Cltn) @) [9'(to + €)) Ozn\u ¥'(1))

n i=1

7\

~

em tp medimos a observavel A e encontramos a,,

dn
Lembre que A|u’)=ay|u’) e que nesse caso P, :Z ul ) (u
i=1

1

Essa mudanca abrupta em tg que leva o estado de [¢(tg — €)) para [/ (tg + €))
é o colapso devido a medida de A. A perturbacao decorrente da medida é
dita fundamental (independente do aparato), embora a interacao do s

4" 5
aparato com o sistema seja essencial para o processo de observacao. ..
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Valor médio de uma observavel em um dado estado

e O postulado 4, nas suas diversas versoes, pode ser resumido da seguinte forma:

discreto — P(an) = > 7", [{ul|¥)|?

a chance de obter um dado autovalor é , o
continuo — dP(a) = \(%W)\ do

Como verifica-lo? Que tal, realizar N experimentos idénticos (todos com o

sistema em um mesmo estado quantico) e perguntar: se N for suficientemente

grande (situagao que a estatistica funciona), o que deveriamos esperar? Que tal,
P(probabilidade experimental) = P(probabilidade tedrica)

Calcular o valor médio dos valores experimentais obtidos é facil: some todos e

divida pelo nimero de experimentos. E teoricamente? Vamos mostrar que vale

(A)y = (V]A[Y)
Para tanto, suponha que o espectro de A seja discreto e para cada N medidas
- : . Nl(an)
N(a,) dao a,. Isso induz que A}gnoo N P(a,), onde ZN(an) =N
Quanto vale o valor médio? Nao seria a média ponderada (A), = 2o CL?;VNWH) ?
No limite de validade estatistica fica
. . Z aan an n) _
(4)y = Jim, 2T 2P gy g
n a¥
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F689 Valor médio de uma observavel em um dado estado

Aula | /s : ~
i Quanto vale o valor médio (cont1nuacao)7

Ao = 2 anPlan) = 3 on Zlu ) = 2ol Zwu ){uh 1)) =

- Z lani) (1) = Y (_anrmumwmw) -
= (] A ZZ!u i |)v) = (YIAL|Y) = (YA]p)  c.q.d.

n =1

o Quanto vale o valor médio se o espectro for continuo?
Para tanto, suponha que o espectro de A seja continuo e para cada N medidas
dN () dao resultados entre a e o 4+ dav. De forma semelhante ao discreto, isso

. . dN(a)
induz que ]\/11_1;](100 N

= dP(«). Quanto vale o valor médio agora?

[ adN(«)
N

? No limite de validade

Nao seria a média ponderada (A), =

estatistica fica (A), = lim J adN (o) = /a lim dA?\ga) = /a dP(a).

N — o0 N N—o0

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

d’é’é’ﬁ;o mas dP(a) = [(va|th)Pda = . (A)y = /oz (Ve [10)|*dav
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F689 Valor médio de uma observavel em um dado estado

Aula 13 L 1 , : ~
o Quanto vale o valor médio se o espectro for continuo (continuacao)?

A= [a ltvalihPda= [a (o wali) = [ Wlalva) (walv)= [ WIAla) raly)
— (WIA( [ dafua) {val) ) = (W1ALY) = (9141)  cad

Comentarios:

(1) Fizemos média em medidas e nao média no tempo.

(¥[Alp)
(Wly)

(3) Na pratica, para calcular o valor médio, escolha uma representagao
()0 =(01X10) = [ @ X = [ & i) 7ale) = [ dr ot Pav(
(P = (6] Pylup) = /d3p (I AP) = /dSp (17 (Blpol) = /d?’pw*(ﬁ)pm(m

(2) Se |¢) nao estiver normalizada, isto é se (1|1)) # 1, use (A)y =

é ho ,
(P (IR = [ IR = [ (017 o (710} ou seja, ao
8
£ h
f OE escolher a representacao das coordenadas, (Py ) / d>r * (F)—agw(F)
003 3 1 Ox
C o
§o°oo RN
MAPLima ol
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F689 Desvio quadratico da meédia
Aula 13 (A)y = (| Alyp) =valor médio da observavel A nao contém nenhuma informacao
fina — muitos valores ao redor de (A)y

larga — valores distribuidos
4

sobre a dispersao {

pla)

(A)y am “
Os valores (A), (valor médio) e a,, (valor de a que corresponde ao maximo)
podem nao coincidir. De fato, podemos construir distribuicoes com formatos
bastante distintos e arbitrarios. Uma boa pergunta seria, como escrever uma
quantidade que caracterize a dispersao ao redor de (A),?

o Que tal a média de A—(A), isto é (A—(A))? o problema é que isso da:

S (1A~ LA = (1A ~ WIAR) I = (A1) ~ (614ly) =0

%5 o Que tal a média de (A—(A4))*=(y|(A—(A))?|¢)? Agora as contribuigdes do

- ». A
3% lado esquerdo de (A) nao cancelam com as do lado direito. é}l% 9

UUUUUUU
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AF?8?3 Desvio quadratico da media
"% 5 A quantidade AA = VI((A—(A))2) é chamada de desvio quadratico da média.

Note que (AA)* = ((A—(A))?) = (p|(A—(A))*|)) pode ser escrito por
(A= (A))")=((A" = 24(4) + (4)%) =(A%) —2(A)* +(A)*=(A") = (4)" e -

(AA)? = (A%)—(A)? = DA = \/(A%)—(4)?

Alvy) = alvg)
o Suponha < p(a) = |[(ve|¥)]?
[da [va)(ve] =1
(DA = (1A= (4))18) = (1A= (4)*( [ dot ) wal) ) o0 ainda
(AA)QZ/CZO& <¢!(A—<A>)2(\va><va\)\¢>Z/d@ (a—{A)*(W|va) (valt))

(AA)? :/da (a—(A))?p(a) ou usando a caixa azul

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

%&ﬁ? (AA)? = (A%)—(A)? = / do a”p(er) — [ / da ozp(oz)r
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F689 A relagao de incerteza e o desvio quadratico da media
Aula 13 ¢ Considere a quantidade |p) = (Q + ¢AP)|¢), onde Q e P respeitam a relagao

de comutacao [Q, P] = ih.

o Como {(p|p) é sempre positivo (é o quadrado da norma), podemos escrever:

(plp) = (VI Q—iAP)(Q+iAP)|¢) = (Y]|Q%[) + (Y [iAQ P —iAPQ[) + ([N P?|),
ou ainda, (plp) =(Q*) +iIMQP—PQ)+X*(P*)=(Q*) =M\ +A*(P?) > 0
o Para que esse polinomio de 20. grau em A seja sempre positivo ou nulo, para
qualquer que seja A é preciso exigir que seu discriminante seja nulo ou negativo,
h2
isto 6, A = b* — dac = h* — 4(P?)(Q*) < 0= (P*){(Q?) > T
o Para obter isso em termos de desvios quadraticos da média,

Q' =Q—-(Q) 4’

onde usamos que [Q’, P'] = ih (lembre (P) e (@) sao ndmeros).

P'=pP—(P
defina { P) e siga o procedimento acima para obter (P’ 2><Q’ 2) >

: - . o . P”) = (AP)?
g8 o Lembre da definicao de desvio quadratico da média e note que 2 5
.18 Q") = (AQ)
%%%O 8 e .. APAQ > 5 essa é a famosa relagao de incerteza (momento e posigao).
G T

) 1 p A
o E possivel mostrar que a forma mais geral ¢ AAAB > 5 ‘ (A, B]>| él'\,é 11
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F689 -
Aula 13 Relacao de Incerteza: forma geral

((AA)*{((AB)?) > i\([A, B))|?, onde A e B sio observéveis

-

Se [A,B] # 0 e o lado direito for estritamente positivo, temos que se ((AA)?)
diminuir, ((AB)?) precisa aumentar e se ((AB)?) diminuir, ((AA)?) precisa
aumentar para garantir um valor minimo do produto que supere o lado direito.

Se [A, B] = 0 nao hd restri¢ées relevantes.

6,00E-0|
1
Q -
> _s 5,00E-0|
I
O
— 4,00E-01
0 em—Series |
)
\ 0O
& o) 3,00E-01
<
-L D_
& @ 2,00E-0!
O
~ 3
O
g 7
8 < 0,00E+00
8
g
B
%o Valor de uma medida de A
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Relagao de Incerteza: forma geral

Aula 13
: 1
T 2 2 2
e (AA)(AB)7) = [{[4, B))[", suponha [A, B] # 0
A chamada relagao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima
2,00E+01
- g
h | = 1,50E+01
A=
s = em—Series |
% Series2
'8 [,00E+01
o
(o
- )
. O
A Q 5,00E+00
O
<
Ly 2
- . 0,00E+00 -
: g D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
L, |8
. '8 % I 4 oo
Ssvms . (sO para facilitar)
Oa%{ ’ g -2,00E+ .
%?gggc Valor de uma medida de A ou de B (4) = (B)
90095 &"’A
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~ F689 .
Aula 13 Relagao de Incerteza: forma geral

v (AA)(AB)?) > i|<[A,B]>|2, suponha [A4, B] # 0

A chamada relagao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima

4 : 3,00E+00
() 2,50E+00
c' -U
A (4]
9
’ _g 2,00E+00 em==Series |
a Series2
i Q
1,50E+00
(ol
- ()
! O
_"L ()] 1,00E+00
-
(4]
’ O
N S 2 5,00E-01
-1 o)
g @)
§ 0,00E+00 - 4.——_——’—|—\—l—l_-‘.¥ |
= (L 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
©
3
g

Valor de uma medida de A ou de B
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| Aula13 Relacao de Incerteza: forma geral
L (AAP){(AB)) > 7[([A, B, suponha [4,B] # 0

A chamada relagao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima

9,00E-0|
. 8,00E-01
()
h | = 7,00E-0
9
s 3 6,00E-01 -Series I
o] Series2
0
2 O 5,00E-01
<
o 4,00E-01
- Q ’ -
! O
A (J)] 3,00E-01
O
I
g O 2,00E-01
N £ 2
- § u ,00E-0|
% A
|z 0,00E+00 - : : . : : : .
g 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20
g
g

Valor de uma medida de A ou de B

990> &"’A
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F689

Relagao de Incerteza: forma geral

(AA)2)((AB)?) > ~|{[A, B))[?, suponha [4, B] 0

— 4

A chamada relagao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima

Aula |3
()]
l' -U
P o)
9
4 ‘D
(4]
0
O
<
(N
- Q
' O
1 ()
o
(4]
4 O
N S ()
‘ c
: § 3
3 A
il %
el
Qoo
o3 >
G T
Lo Qoo
MAPLima

8,00E-01

7,00E-01

6,00E-01

em==Series |

5,00E-01

Series2

4,00E-01

3,00E-01

2,00E-01

1,00E-01

0,00E+00 -

0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Valor de uma medida de A ou de B

A
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Relagao de Incerteza: forma geral

(AA*N(AB)*) = |<[A BJ)|*, suponha [A, B] # 0

A chamada relagao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima

Aula |3
()]
. -U
P o]
O
’ o
)
0
O
[
(N
- Q
{ O
1 Q
o
]
’ O
c
§ o
g A
’ ¥ %
o ©
3 g
o3Pt
§°O°
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1,20E+00

1,00E+00

8,00E-01

6,00E-01

4,00E-01

2,00E-0l

0,00E+00 -

em==Series |

Series2
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Relagao de Incerteza: forma geral

Aula 13
I 2
[ (AA*N(AB)*) = |<[A BJ)|*, suponha [A, B] # 0
A chamada relagao de incerteza é s6 um caso particular da expressao acima
6,00E+00
» Q 5,00E+00
. O
o ¢ c
A=
E 4,00E+00 @m—Series|
c Series2
e
8 3,00E+00
(o
- )
! ©
h | ) 2,00E+00
L
<
: O
N S 7)) 1,00E+00
g c
3 ©
8 o
3 0,00E+00 - : : : : 1
% (L 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
e |
000(’ g .
dﬁg Valor de uma medida de A ou de B
Ooo
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