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Compatibilidade de observaveis
Sejam A e B, tais que [A,B] =0

Ja vimos que 3 um conjunto completo de kets,{|a, by, )},

Alan, by, i) = aplan, by, 1) o indice i serve para distinguir
tais que = { vetores |ay, by, ) com 0 mesmo
Blay, by, i) = bylan, by, 1) par de autovalores a,, e b,.

Estas duas observaveis que podem ser determinadas simultaneamente sao ditas
compativeis.

Se A e B nao comutam, um estado |¢)) com autovalor a, pode nao ser um
autoestado de B. De fato, mesmo que exista um ou outro estado que seja
simultaneamente autoestado de A e B, ou até mesmo, um subconjunto de
autoestados simultaneos de A e B, sabemos que nao existe uma base completa,
pois como ja provamos, se existisse, os operadores comutariam. A e B sao ditos
incompativeis.

Examinaremos com algum cuidado o caso de observaveis compativeis. Suponha

um estado inicial igual a: |¢) = Z Chpilan, bp, 1)

n7p7?’

O que poderiamos fazer em termos de medidas? Para comecar,

mediremos A e depois B. Em sequida, mediremos B e depois A. =
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F689 Compatibilidade de observaveis
PHEIA Sabendo que o estado inicial, imediatamente antes da medida, é |¢), vamos

medir A e em seguida B.
o Medindo A — probabilidade de obter a,, é P(a,) Z 1Chpr i 2 ¢ o estado,
P’

imediatamente apds a medida, ja normalizado, fica

) = 1

T Dot
p/,i ’I’L,p/,’i plai

o Estando o sistema em |1 ), quanto vale a probabilidade de, ao medir B,
Z ‘ n.p,i ‘2 _ 2 ilCapal?
\/Zp i |Cnpr it |2 (ZP’,’L" Cnpr i 2)

o Quanto vale a probabilidade de se obter o par a,,b,? Que tal:

P(an,by) = Plan)P Z‘C ,pz

obter b,7 que tal P, (b

o Apds as duas medidas, qual é o estado final do 81stema? Que tal:

1
go ’Qp;{, >: Cn, ,z'|an7b 77:>
i) ) = G o Gty

d%?ooo o Se medirmos A ou B de novo, o que obtemos? a,, ou b,. U o
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Compatibilidade de observaveis

e Sabendo que o estado inicial, imediatamente antes da medida, é |¢)), vamos

agora medir B e em seguida A.

medindo B — probabilidade de obter b, é P(b Z |Cr p.i]? € o estado,

n/’ ’L

imediatamente apds a medida, ja normalizado, fica

Z Cn” D, z’an”a bp7 >

n”i

) =

1
Vi |G

Estando o sistema em ]gpp> quanto vale a probabilidade de, ao medir A,

ZWzn ~C [ = ZilCural

obter a,? que tal Pb

(Z?’Ll,i/ ‘Cn’,p,’i’
Quanto vale a probablhdade de se obter o par b,, a,? Que tal:

P(by,an) =P(b,)P Z |Cpil® = Plan,b,) (ver slide anterior)

?)

Crt |2

Apos as duas medidas, qual é o estado final do sistema? Que tal:

1 . o .
[Opn) = SO Z Chp,il@n, by, i) = |4, ) (ver slide anterior)
Yy i) 1

Se [A, B]=0 medir A e depois B € o mesmo que medir B e depois A.

¢
™
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F689 Incompatibilidade de observaveis
Aula 14 ¢ Conclusoes adicionais sobre o caso [A, B]=0.

o A medida de B nao destréi a informacgao causada pela medida anterior de A.
E vice-versa. Tanto que se medirmos .4 novamente, continuamos a obter a,.

o A e B podem ser medidos em qualquer ordem e até simultaneamente.

e Suponha agora que [A, B] # 0. Como a medida de A afeta a medida de B?

o Para entender isso, considere um espaco vetorial bidimensional real (s6 para

. {|u1), |uz)} autokets de A com autovalores a; e as
facilitar), tal que
{|v1),|v2)} autokets de B com autovalores by e by

o Como [A, B] # 0, sabemos que esse dois pares necessariamente nao coincidem.

A figura representa essa situacao.

as chances de se Fig.3, Cap.3 do texto

As projecoes indicam N
obter um resultado >

N0
o Suponha os seguintes processos de medida (para obter o par a; e by) :

|¢>(é>1) ’U1>(b:2) |’U2>
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3350 A partir de [¢), meca A e B oumeca Be A i
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F689 Incompatibilidade de observaveis

Aula 14
e Suponha agora que [A, B] # 0 (continuagao).

o Quanto valem as probabilidades, P(a1,b2) (mede A e em

seguida mede B) e

P(ba,a1) (mede B e em seguida mede A)? A figura do slide anterior, indica

P(al,b2)2|OH1|2 X |OK2|2
as seguintes probabilidades
P(bQ,CL1>:|OH2|2 X |OK1|2

(|OK,|=|0K,|

com <

|\OH1|7’é ‘OH2J|
\ "~

salvo casos especiais

o Note que a segunda medida destroi a “selecao” da primeira medida. No nosso

exemplo, ao medir A e encontrar a;, o estado do sistema colapsa para |u1). Se

voltdssemos a medir A encontrariamos a; com 100% de chances. Se, entretanto,

apés obter a;, medissemos B e encontrassemos by, o sistema colapsaria de |uq)

para |vz). Uma nova medida de A nao teria 100% de chances de encontrar a; e

a destruicao da selecao inicial criaria chances nao nulas d
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e encontrar as.

o A ordem das medidas (A e B ou B e A) faz diferenca (o sistema fica em estados

diferentes, nao colineares) e nao tem sentido falar em medidas simulténeas.
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3%s | Supomos que o sistema estava no estado |1).Como prepard-lo assim?

Az,
=Y
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Preparacao de um estado

e Considere que A tem espectro discreto. Suponha que o sistema esteja no estado

inicial [¢)) e mega A. Consideraremos a,, nao-degenerado e degenerado.
Caso nao-degenerado.
Se a,, é nao-degenerado, o estado imediatamente apds a medida é |u,,). Lembre

que os autokets da observavel A formam um conjunto completo e |¢) pode ser

escrito por [Y) = Z Z ]u ), onde para a, nao-degenerado g,, = 1.
n’ =1
Imediatamente apés a medida de A, o sistema no estado |¢) colapsa para um

Cl

ek

é uma fase vezes o ket |ul). Ou seja, qualquer que fosse o se medissemos a,,
n Y 9

ket colinear com |uy,){(ul|1), que se normalizado tem a forma —2|ul). Este ket

niao-degenerado, obteriamos o mesmo ket |u}) a menos de uma fase global. Em

outras palavras, a medida de A, prepara o sistema de forma tinica (em |ul)), se
o autovalor correspondente for nao-degenerado.
Caso degenerado.

Se a,, é degenerado, ao medir A, o sistema que estava em [i) colapsa para

(u’ 1) = esse resultado depende de [¢))! Qg T

o) L |2Z' &
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Preparacao de um estado

Aula 14 o Caso degenerado (continuac¢dao).
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* Se gnp = 1 = [thpp) = €"*|an, by, 1) e ndo depende de |h). Assim,

Suponha que exista B, tal que [A, B] = 0. Sabemos que B é bloco diagonal no
subespaco &, (de autokets de A com autovalor a, ). Suponha que ao
diagonalizar B encontremos autovalores distintos dentro de &, . Isso permite

escrever |¢) na forma:
9n'p!

V)= > Y Jan, by, i) (an, by, if1h) onde estamos considerando que g, , =1
n’ =1

/

p
Nesta nova base ao medir A e encontrar a,,, o estado colapsa para

Inp’
1
Gnp/ ] 5 Z Z ’ana bp’7 7,> <an, bp’, Z|¢> =onde a soma
\/zp’ zz’zl |<a’n7 bp’azlwﬂ p’ i=1

em p e ¢ correspondem a soma em 7 do slide anterior (sé kets dentro de &,).

|¢n>:

Havendo degenerescéncia, o resultado do colapso depende de |v).

x Se medirmos B e encontrarmos b,, o que acontece com |1,,)? Que tal

1 < | |
Z (@, by 1) an s bp, [))
V0 . by, i) 2

Wnp>:

¢
™

se {A, B} ¢ um CCOC, a medida de A e B prepara e¢'*|a,, b,)
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Preparacao de um estado

o Caso degenerado (continuacdo).
*x Se gnp # 1,{A, B} nao é um CCOC. Escolha C' que comute com ambos. Repita

o procedimento e conclua:

*x Se {A,B,C} é um CCOC, as medidas de A (obtendo a, ), B (obtendo b,) e C
(obtendo ¢,) preparam o sistema em e’ |a,,, by, cr), Ou, se preferir, causam o
colapso de |[¢p) para e’|ay, by, cr), de forma tnica (a menos de uma fase global).
Ou, em outras palavras, caso as medidas de A, B, e C fornegam a,,b, € ¢,
respectivamente, o sistema é colapsado para e*’|a,,, by, ¢r) independente do
estado inicial [¢). S6 8 depende do estado inicial e como vimos fases globais

nao alteram a informacao fisica de um ket.
*x Se {A, B,C'} nao é um CCOC, adicione D, E, ... etc., até formar um COOC.

O estado de um sistema fica completamente definido (de forma
unica e a menos de uma fase global) por meio dos resultados

obtidos com um CCOC. Se o conjunto de observadveis for dado

por {A,B,C, D, ...}, o estado final seria ¢"|a,, by, ¢,, d...).
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Implicagoes fisicas da Equagao de Schrodinger
e Propriedades gerais

o Determinismo na mecanica quantica.

. d
ih— [y (1)) = H(t)[(1))

* A equagao é de primeira ordem em t = dado |¢(%o)), |¥(t)) é determinado.
Uma vez conhecida a Hamiltoniana, a evolucao temporal do estado é tnica.
Na mecanica classica a trajetéria (posicao e momento da particula) estaria
definida, na mecanica quantica, a todo instante, o estado estaria definido
pela solucao da equacao de Schrodinger. Neste sentido o determinismo

continua valendo.

* O indeterminismo esta na medida: exceto em condicoes especiais, temos
apenas probabilidades de encontrar um certo resultado e, de um modo geral,

nao € possivel prever, para qual estado o sistema colapsara apds a medida.

* Emntre duas medidas, o estado evolui de forma deterministica. W
< @
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Implicagoes fisicas da Equagao de Schrodinger

o Principio da superposicao.

Se |11(t)) e |12(t)) sao duas solucoes da equacao de Schrodinger,

L d

(1) = HOWD)
podemos dizer que se o estado inicial for Aq |11 (tg)) + A2|v2(tg)), no instante
t, ele sera )\1|¢1 (t)> + )\2|¢2(t)>

* Aqui residem as explicacoes sobre os resultados da experiéncia de interferéncia

e difracao de um feixe de particulas atirado contra duas fendas, para posterior
deteccao das particulas em um filme fotografico sobre um anteparo. As franjas
de interferéncia sao decorrentes da onda passar pelas duas fendas. Pense em

111 (tg)) como a solugao em que a particula, em ¢y, passa pela fenda 1 e |93(tg))
como a solucao onde, em ty, a particula passa pela fenda 2. Na solucao dada
por Aq|11(t)) + Aao|wa(t)), em t a particula chega ao anteparo, mas pode ter
passado por qualquer uma das fendas em ty. Ver a discussao feita na primeira

aula desta disciplina e no artigo:

* Quantum “Ghosts”, Gabriela M. Amaral, David QQ. Aruquipa, Ludwing F.

M. Camacho, Luiz F. C. Faria, Sofia I. C. Guzman, Damaris T. Maimone,
Melissa Mendes, and Marco A. P. Lima, Revista Brasileira de Ensino .
de Fisica, vol. 38, n23, 3309 (2016). “* |10
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F689 Implicagoes fisicas da Equacao de Schrodinger
Aula 14/ Conservacao da probabilidade.

A norma do vetor estado permanece constante (esperado). Para ver isso calcule

d d d - . ps
SO (E) = (5 @O D)+ (1) 5 [9(1)) e use a equagio de Schrédinger

@) = FH®) ()

para, escrever = lembre que H' = H.

F )] = —F WO H()

Faca as substituicoes e obtenha

d 1 1
SOI) =~ WOIHOW0) + — (GOIHO[9(0) =

Na representacao das coordenadas temos que

<w<to>rw<to>>=<w<to>|(/ r PP [ (to) = /d?’rw(r )b (7 to) = 1
WOl = ((E)( / Br [P () = / & (7 067 1) = 1

Ou seja, a densidade local de probabilidade [1(7,¢)|* pode ser diferente de

(7, t9)|?. Isto é, em 7 a densidade de probabilidade pode mudar com o

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
>*

53
C%§><’ tempo, mas a chance da particula estar em algum lugar (fruto da integragao

?°% " 1o espaco todo) é sempre 1. NN
% 11
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Conservacao de probabilidade: densidades e correntes.

o Continuemos a consitderar um sistema de uma particula sem spin.

p(7,t) = |¢(7,t)|? pode mudar com o tempo
No slide anterior vimos que

mas [dr *(F,t)(7,t)= [d®r p(F,t)=1,V ¢
O que significa isso? Se a probabilidade aumentar (diminuir) em algum lugar,
ela precisa diminuir (aumentar) em outro lugar. Isso induz a criagdao de alguma
quantidade que indique com que taxa e para onde a densidade de probabilidade
esta indo. Preocupacoes semelhantes aparecem em mecanica de fluidos, em
eletromagnetismo, etc. Chamamos essa quantidade fisica de densidade de
corrente ou fluxo. Em mecanica de fluidos, o fluxo é um vetor cujas unidades

_ litros
sao dadas em - . No eletromagnetismo, o fluxo de carga, conhecido
area X tempo

- carga
por J(7,t), é dado em '8

- . Na mecanica quantica, definiremos uma
area X tempo

densidade de corrente de probabilidade ou fluxo de probabilidade (também a

- robabilidade
chamaremos de J(7,t)) e suas unidades serao dadas por P

drea X tempo

O que elas tem em comum?A equacao da continuidade: a—f—{—ﬁ-f:(), ﬁ‘"’é :
“a
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AF?S‘L Conservagao de probabilidade: densidades e correntes.
ula
dp

A da equacao de continuidade a(_’, t) + V- J (7, t) = 0, quando integrada em

um dado volume nos leva a:

o L.
/ 2 (7 1) + / &Br - J(F ) =0
Volume ot Volume

que, por meio do teorema do divergente, permite escrever a expressao:

9 / &Br p(Ft) = — / J(7,t)-dS
ot Volume Superficie

e que € interpretada como: a taxa de probabilidade (ou carga, ou fluido, etc.)
que entra ou sai do volume, é igual a taxa que passa pela superficie que envolve

este volume.

- probabilidade
p(7,t) —

volume

Note as unidades:

= s (= probabilidade

§ J(T’ t) — areaXtempo

% Em mecanica de fluidos, vocés ja viram:

8 , ~ pdSvdt
52, 5 Fluido com dS j= P = v
Q93 g . 2 L1l dSdt
0890033 velocidade v e
9%0 : dt .
densidade p v %,

“a¥ 13
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F689 Conservagao de probabilidade: densidades e correntes.
st o Quanto vale a densidade de corrente de probabilidade J (r t) na mecanica

quantica? Para isso, calcule primeiro

0

T,y = o (0 (FAE 1) = (S0 (F )R 1)+ (7 1) (S, )

1) = —
ot a0 = ot
(use ih% (ryt)= —%Vzw(f’, t)+V (r)Y(r,t) e seu complexo conjugado
depois { multiplique uma por ¥* e outra por 1 e subtraia uma da outra

lembre que V (7)* = V()

| e compare com %(f’, t)+ V- J(7,t) = 0 coloque V em evidéncia

< para finalmente obter j('F’, t) = ih [¢*V¢ (_’@b*)w] — Elm(w*ﬁw)
g - 2m m
g
g .
- s O (7,t) deve estar relacionado com o momento P. Para ver isso, calcule
(I 5
o (P2 . 1 5 =0 (D)
d3rJ(F 3 P) +(P)] = —=
B, [ TE0 =g [ @ {90 GV = By (P =0
¥ 14
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F689 Conservagao de probabilidade: densidades e correntes.
Aula 14 Note que a equacao da caixa azul do slide anterior poderia ter sido dada por

—

he  he B
T t) = o [0* T + (FT%) Y] = —Re(y Vo)

Com isso, J(7,t) pode ser escrito como o valor médio do operador simetrizado

e + L]

Para confirmar, basta calcular

il [+ Dy 3] ) = o=t 79+ (CFw)y] = T
o maior médio de |7) (7] é p(7,t)
Note que = J(F,t)="“p(7, t)T”
e o valor médio de % é a velocidade v
R k2 -

Exemplo: (7, t) = Aei(E'F_‘”t), hw =

IN

3} hk 3}
om - J(r,t) — E’AIZ — Ugp

% E se a particula estiver sob a acao de um potencial vetor?

h

O
S . . . .
- 2 Repetindo o procedimento para a Hamiltoniana adequada, encontramos

o3 : - 1 fi - L
%’;,QE Tty = —Re(u (Y — gd)p)
0% — RN

MAPLima lembre que p = muv + qff
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