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Relacao de incerteza entre tempo e energia
Existem sutilezas neste tépico que precisamos explorar.

At = tempo de evolucao do sistema
Suponha = AtAFE 2 h

AFE = imprecisao na energia
Precisamos discutir o que significa evoluir e o que significa imprecisao na energia.
Se o sistema estd em um estado estaciondario, o conhecimento sobre a energia F,
dele é preciso e podemos dizer que AE = 0. J4 vimos que ele nao evolui (ganha

—1Ey, (t_tO)/h

apenas um fator, e , que nao passa de um uma fase global) . At=o0c.

se um é zero, o outro

Isto esta de acordo com a relagao apresentada AtAFE 2> h . o
precisa ser infinito.

Suponha agora |9 (tg)) = c1 |p1) +c2 [p2) . Sabemos que o sistema evolui de
- =~

Eq Es
acordo com [1)(t)) = cre 1)/ Ry 4 ey iB2(00)/R o)) Em instante ¢,
se medirmos a energia, podemos encontrar £ ou E5. Pode-se dizer que que a
imprecisao na energia é AE ~ |E; — Es].
Considere B, tal que [B, H| # 0. Como a probabilidade de medir B e encontrar

b, um autovalor de B, muda com o tempo? g}"’g ’
-
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F689 Relacao de incerteza entre tempo e energia

Aula 16 . :
Ache b, com [)(t)) = cre Er /R 5y 4 ey iB2(EH0)/R 50} (continuagao)
Sabemos que Bluy,) = by |t,y,) e isso permite escrever P(by,, t) = |(um [t (1))]?.

E como sabemos ¢ (%)), podemos escrever

P (b, t) = |{um|(cre™ (t0)/h| 1) + CQe_iEQ(HO)/h\goQ)) ? que pode ser reescrito

P (b, 1) = le1|* [{wmlo1) >+l c2f* | {wm p2) |+ c5ere’ P2 B M o fu ) (o1 ) +

~~

complexo conjugado um do outro

7\

—’i(EQ—El)(t—to)/h<

N\

+ cacte Um|p2){P1]tm)

ou ainda

P (bins t) = |er|*[(um|o1) [P+ |ea | (um | 02) FH2Re{cser e BV M oo fuy ) (1) }

QOo

§E ste resultado mostra que P(b,,,t) oscila entre valores extremos com a freqiiéncia
gde Bohr vy = £ ; Er|
(’% (— uma boa definicao de tempo de evolucao!
d§’0°° O tempo caracteristico de oscilagio é At = 1 = AtAE = h. A, A
MAPLima 721 e 12
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AF?8?6 Relacao de incerteza entre tempo e energia
ula

e Suponha agora que o espectro de H seja continuo = |¢(tg)) = /dE c(E)|pr).

Nestas condigoes [1(t)) = /dE ¢(E) e HEE=t0)/R 50y Quanto vale P(byy,,t)?

A figura abaixo representa a distribuicao de energias do pacote de ondas

()]

Ey E

'P(b ) |<Um|¢ _ ‘/dE —zE(t to)/h< m|$0E>

o Se (U, |@E) nao varia muito ao redor de Ey e se AFE é suficientemente fino, a

‘ 2

variagao de (u.,|pg) pode ser negligenciada no interior de ¢(F). Isso permite

substitui-lo por (u,,|¢E,) e retira-lo da integral. Assim, temos

Pl ) = |l = e 2| [ 4 e() e £

Note que P(by,,t) é proporcional ao quadrado do médulo da transformada de

Fourier de ¢(F). Chame essa transformada de 7 (t) e perceba: N
MAPLima «.\V 3
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F689 Relacao de incerteza entre tempo e energia
Aula 16 o Transformadas de Fourier estdo ligadas a relacao de incerteza.

= [dp d(p)e’?/"
Lembre que gerou = ApAx > h/2
b(p) = [ dx p(x)e P/

= [dt T(t) etiBE—to)/n
Agora temos fornecendo == AFEAt > h/2
— [dE ¢(E) e~ iE(—to)/h

E)e
Ap — largura de |[1)(p)|? e p é autovalor do espectro continuo de P.
o Note que
Ax — largura de |¢(z)|* e  é autovalor do espectro continuo de X.
2

o Embora AE — largura de |[c(F)|* e E é autovalor do espectro continuo de H,

At — largura de |T(t)|?, mast é apenas um parametro, # operador associado.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

CE T2 =1

: C(E)=6(E— Ey) > AE=0 t) = e~ tFolt=to)/h |

8 O o Note (E) ( ) = > Tlt) =e %{Atoo
&§OQO C( )—1VE—>AE OO-)T() (t—to)—)At:O \\",} o

4‘\' 4
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Mais um exemplo e superposicao de estados
Comentarios - exemplo usando um pacote unidimensional.
Associe a Ap um AFE. Como?

dE
Que tal tomando o diferencial AE = d—Ap.
P

— =, velocidade de grupo, lembra? . AE=v,Ap.

E=hw dE dw
Como -
p=hk dp dk

Qual seria uma boa estimativa de At? Que tal o tempo necessario para o pacote

viajar com a velocidade v, a sua extensao?

A
Quanto vale sua extensao? Ax = At = 2
Ug
A A
Assim, temos AEAt = AEZY — ngp—x = ApAzx > h/2.
Ug Vg
. AEAL > h/2

Principio da superposicao e previsoes fisicas.
Temos falado em espaco vetorial e em equacoes lineares, agora daremos um
significado mais preciso para isso. O postulado 1 diz que um sistema fisico é
definido por um ket |¢(tg)) € &.

Soma de kets é ket — consequéncia imediata: efeitos de interferéncia.

Precisamos entender — o conceito de amplitude de probabilidade. “a¥ 5
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Superposicao de estados

e Amplitudes de probabilidade e efeitos de interferéncia.

O

x X O O

Comecemos por explorar o significado fisico da superposicao linear de estados.

QQual seria a diferenca entre superposicao linear e mistura estatistica?

(1]th1) =1
Para explorar esse assunto, considere |¢1) e [1)2), com ¢ (1hs]ths) = 1
(1ltp2) =0

Os kets |1)1) e |1)2) poderiam ser autokets de B com autovalores by e bs.

Se A é uma observavel e |u,) é tal que A|u,) = an|u,), podemos dizer que:

[¥1) = Pi(an) = [(unlt)]?
[¥2) = Pa(an) = [{unth2)|?

Considere o sistema no estado [¢)) = Aq[11) + Aa|ws), tal que |A1]? + |Aa]? = 1.

para o estado {

Qual é a probabilidade de estando o sistema em |¢) achar [11)? |A1]?.
Qual é a probabilidade de estando o sistema em |t)) achar by? |\ |°.
Qual é a probabilidade de estando o sistema em |¢)) achar |1)5)? [Ag]?.

Qual é a probabilidade de estando o sistema em |¢)) achar by? |Aa?.

Tal interpretagao pode nos levar, erroneamente, a pensar que |¢) é uma mistura

estatistica de [11) e |12) com pesos |)\1|2 e |>\2|2,respectivamente. o, A
¥
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o Note que se {

Superposicao de estados

o Ou seja, acreditar, erroneamente, que N sistemas no estado |¢)) equivalem

a N|Ai|? no estado [11) e N|X2|* no estado [1)s).

Se tal interpretacao fosse correta, a probabilidade de medir a,,, em um sistema

no estado |¢), seria P(a.,) = M PPr(an) + | Xa]*Pa(an).

o De fato, sabemos o que esperar da medida de A para obter a,, :

Plan) = |(un|¢>|2 = [Ar{unlt1) + )\2<Un|¢2>|2 = (>\1<Un’¢1> + >\2<Un’¢2>)*x
(A1 (|01 )22 (| 9h2) )= A1 12t 101 )P4 [ A2 [ (e [1h2) PAH( A1 (i [901)) Ao (102 )
A1 (un 1) (A2 (un[the)) ", ou seja

Pan) =IAa[? [{utnt62) PHAo|? [{ut t62) [ 2Re{ A NS (61 ([ 002))

Pi(an) Po(ay,) efeitos de interferéncia
)\/1 = qub)\l

A, = 0, onde ¢ é uma fase global = P’(a,) = P(a,)

A expressao que contém os efeitos de interferéncia corresponde a

realidade experimental, o que indica que a expressao obtida pela

mastura estatistica nao € correta. .
RN p
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AF?S‘L Um exemplo com fotons polarizados e um sobre fases relativas
ula 1

e Considere fétons propagando na diregao Oz. Suponha € = — (€ + €;)

g V2
T
seria errado imaginar que N f6tons

=€ Em analogia { polarizados fossem equivalentes a

1 12 . ~ — 1 12 . - N
N x |E| na direcao €, + N X ’E| na direcao €,

Cy

o Por que sabemos que sao diferentes? Coloque um analisador L a €.

Quantos passam? Olhando para €, sabemos que nenhum. No entanto, com

~ 1 ~ — 1 ~ g
a interpretagdo erronea N X |—=|? na dire¢do €, + N x |—=|* na direcio €,

V2 V2

metade dos fétons passam.

e A importancia das fases relativas. Considere € = (€ + ewé'y). Note que

5 1 1
¢»=0:e1 = —=(€; + €,) linear; ¢ =m:éy = —(€, — €,)) linear;

% Vet oo v

2 s 1 circular s 1 circular
5 g = —:€3 = — (€, + i€, = ——:éy = —(€, — 1€
ggog ¢ 29 \/5( v v) {direita; ? 2 4 \/§< v v)) {esquerda.
o
698‘2,"0 Esses quatro estados sao fisicamente bastante diferentes! -y

&,

MAPLima ¥ 8
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F689 Soma sobre estados intermediarios
Aula 16 ¢ Previsdes de resultados experimentais em dois experimentos simples.

Experimento 1:

o Suponha que a observavel A tenha sido medida e vocé tenha obtido o valor a
nao degenerado. Se Al|u,)=aluy), qual é o novo estado do sistema imediatamente
ap6s a medida? Sabemos que ele colapsa para |u,). Antes dele ter tempo de
evoluir, mega C, tal que [C, A] # 0, qual é a probabilidade de se obter ¢?

Pa(c) = [{velua)|*.
Experimento 2:

o Agora meca rapidamente A, B, e C, respectivamente (A, B, e C' nao comutam

entre si). Seja P,(b,c) = probabilidade de se obter a,b, e ¢, respectivamente.

Quanto vale essa probabilidade? Pelo que estudamos seria P, (b, c) = Py (b)Py(c).

Alug) = aluq)
 Se ¢ Blwy) =blwy) = Pa(b, ¢) = [(wp|ua)|*|{ve|ws) |
§ Clve) = clve)
| f’éo Quais seriam as diferencas fundamentais entre esses experimentos?
?;ég O% apés medir A tem-se |uy) Podiamos pensar que em ambos,
O%ggoo_ Em ambos fixa o estado inicial == { antes de se atingir |v.), 0 S.iSteﬁ
7 o estado final é |v.). passou para |wp). él% 9

MAPLima
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F689 Soma sobre estados intermediarios

Aula | : 3 I
ula 16 lo. experimento nao tentamos medir B

e Analisaremos, considerando que , ,
20. experimento medimos B

‘wb1>
[ta) |we,) [ve)

|wb3>

Poderiamos ficar tentados a acreditar que as duas experiéncias sao equivalentes

se somarmos os caminhos possiveis do experimento 2, isto é
?
P.(c) = g P.(b,c)
b

o Nés sabemos calcular a relagao correta entre P,(c) e P,(b, c). Comece com o

célculo de (v.|u,), sabendo que Z lwy) (wy| = 1, e obtenha Py (c) = [{ve|ug)|?
b

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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AF?S‘L Soma sobre estados intermediarios
ula
o Diferencas entre os experimentos P, (c) = Zpa(b, ¢) (continuagao).

= [(wel (3 fun (wn) a2 = (3 (el (wrloaa) ) (S Gwelun) (wnfua)

b/

= Z Z((vc‘wb’><wb’ [10) ) (ve|wy) (wp |ug ). Divida essas somas em dois

grupos, um com b’ = b e outro com b’ # b, e escreva

Z’ (velws) | [(ws|ua) ’2"‘22 Ve we )™ (W [ua) ™ (velwp) (wp|uq)
bbb

\ g y
~N~

Z P.(b,c) interferéncia/

(@)

Quando os estados intermediarios do sistema nao sao determinados
experimentalmente, sao as amplitudes de probabilidade e nao as

probabilidades que deve ser somadas.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o No 20. experimento cada vez que mediamos B perturbavamos o sistema

95°  (reduzindo o pacote de onda) e destruiamos a interferéncia. A, A
MAPLima = (11
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AF?S‘L Soma sobre estados intermediarios
ula
o Comentéarios sobre P,(c) # Z P.(b,c) (continuagao).

b

1% No lo. experimento o sistema nao passa por um dos lwp), mas sim por todos.

N . , = - /
20 Na experiéncia de fétons com duas fendas, lembre: somamos E’s e nio |E|? s.

3% A hipétese de medidas réapidas pode ser relaxada, se soubermos H.

- vimos que a formula correta € do tipo o “quadrado da soma”
Conclusao:

e nao a "soma dos quadrados”.

o As previsoes probabilisticas da teoria quantica sao sempre obtidas a partir do

quadrado do médulo da amplitude de probabilidade.

INn

o Se nao medimos estados intermediarios, nunca pense em termos dos resultados

que voce poderia ter obtido se tivesse medido e sim em termos das amplitudes.

o Os estados devem ser linearmente superpostos,

Instituto de Fisica Gleb Wataghi

52,
(P
089 3, . a amplitude de probabilidade = soma das amplitudes parciais.

Qoo §\",A AN
MAPLima ol
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F689

Soma sobre estados finais ortogonais

Aula 16 ¢ Caso em que muitos estados podem ser associados com 6 mesmo resultado de

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

medida, P(a,) :Z [{(u® |Yinicial)|> — note que isso é uma soma de quadrados!

1

o Primeiro, observe que, havendo degenerescencia, e dependendo da escolha de

l9), muitos estados finais sdo possiveis. Considere Alu®) = a,|u), i = 1...g,.
Ja aprendemos nesse curso que a realizacao da medida da quantidade fisica A
nao é suficiente para especificarmos o estado final (se ela nao forma um CCOC
por si s6). Qualquer combinacdo de kets do subespaco &, dos kets {|u’)} tém
autovalor a,,, ou seja, uma infinidade de estados finais estao associados com o
mesmo autovalor e a selecao de um deles depende do estado |tinicial)- 1SS0 pode
ser visto pelo colapso do estado |tinicial), por meio da medida de A, quando a,
e [uz, ) (uf, [ iniciar)
\/<winicial |Pn ’¢inicial> .

Esta claro que dependendo do estado inicial teremos um estado final diferente.

J& haviamos visto que P(an) =Y _ [t [inicial)|> =Y _ [(0}|¢iniciar)|*onde {|v])}
? J

é obtido. Como ja discutimos o novo estado é: [Ygpal) =

é outra base de autokets de A em &,,. As somas sao iguais, mas as

probabilidades ’<U%‘¢inicial>|2 podem ser diferentes das ](u%|¢inicial>|2. R
¥ 13

UUUUUUU



F689
Aula 16

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

(@)

Soma sobre estados finais ortogonais
Note que um determinado estado |Yinicial) carrega as probabilidades de cada

componente |ur,) associada a a, ser encontrada. A soma destas probabilidades
(sobre todo o subespaco &) é a chance de encontrar a,,.
Note, entretanto, que se o estado inicial for uma combinacao de estados, seria

preciso somar amplitudes e depois quadrar, isto €, se |Yinicial) = A1]¥1) + A2|w2),

use (u’ [Pinicial) = A1 (ul [1h1) + Ao (ul o) em P(ay,) Z! Ul [ Viniciar) |-

Aparelhos de medida insuficientemente (pobremente) seletiva.

Do que se trata? Nosso aparelho tem, por definicao, as seguintes caracteristicas:

Duas respostas: SIM ou NAO (é facil generalizar depois).

Se o sistema estd em um dado autoestado de A, cujo autovalor esta incluido em
um dado intervalo A — o aparelho responde SIM (isso também vale para
combinacoes de autoestados cujos autovalores estao em A). Vamos definir
melhor o significado dessa combinagcao.

Se o sistema estd em um dado autoestado (ou combinacao de autoestados) de A,
cujo(s) autovalor(es) estd(ao) fora do intervalo A — o aparelho responde NAO.

\\",} y
% 14
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F689 Aparelhos de medida
Aula 16 , g6 em A existe apenas um a,, dizemos que o aparelho tem resolugao infinita.

Neste caso, a probabilidade de achar a,, é igual a probabilidade de se obter SIM.
Qual seria a probabilidade de se obter NAO?  P(NAO) =1 — P(SIM).

o Se no intervalo A existem varios autovalores a,, de A, dizemos que o aparelho

é insuficientemente seletivo.

o Digamos que existe um pacote de ondas chegando no nosso aparelho. O que

esperar da funcao de onda depois que o pacote passa pelo aparelho? Que tal:

Transmite os autoestados de A associados aos autovalores incluidos em A e

bloqueia o resto (filtro perfeito).

i Exemplo:
g
g P
1.5 ’
> 5 sO passam 1 < T < X9
50
Qo5 B
Qon°
000 -y

MAPLima el



F689 Aparelho insuficientemente seletivo
Aula 16 (Para um aparelho insuficientemente

. . seletivo, diversos estados finais sao
e Descricao quantica < o .
possiveis (os estados associados com

| 0s autovalores do intervalo A).

e O problema fisico interessante esta relacionado com “o que acontece com o
pacote depois que ele entra no aparelho”. Faremos um tratamento semelhante

ao que foi dado aos estados degenerados. Para tanto, defina:

Pa= 3 S Jul)

an €A 1=1
—~—

degenerescéncia do a,,
o QQuais sao os autovetores de PA? Ja vimos que projetores sao observaveis e ..

seus autokets descrevem qualquer estado |10) = Pal|t) + (1 — Pa)|t), onde:
(05 que € Ea, tem autovalor 1 — Pa(PalY)) = +1(Paly))
SN—— S——

E
s os autokets de P 1 ™~ 1# o€
%500 % L0s que ¢ &, tem autovalor 0 — PA(Zl — PA)W;) =
dféa";' ° autoautovalor 1 — SIM Nosso aparelho esta de fato gy, s
o Note que - . 3 %,
MAPLima autoautovalor 0 — NAO medindo Pa e nao A. e 16



F689 Aparelho insuficientemente seletivo

Aula 16 : e
93 e Como ficariam os postulados sobre probabilidade de se obter um resultado e

sobre o novo estado apés a medida?

o Sobre as probabilidades:

( A probabilidade de se obter a
resposta SIM é igual a
PEM)= Y 3 Jo i

e e im1 probabilidade de se encontrar o

(autovalor 4 1 da observavel Pa.

P(NAO) = 1 — P(SIM) sendo que podemos escrever P(SIM) = (1| Pa|))

o Sobre o colapso de |p) em |¢').

P
Imediatamente apds a medida de Pa temos: [1)') = alv) , ou melhor:
£ V(W PAlY)
‘% 9n ) . dn 5
; DI ATATLYN D TA]
° g an€A 1=1 an€A 1=1
>3 Pt
O&) 000
3)8"5’ > - 7 0 o
Afinal de contas, devemos somar amplitudes ou as probabilidades? W
¥ 17
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F689 Somar amplitudes ou somar probabilidades!?

PEe] Inspiracao para uma regra geral: a experiéncia de Young de fenda dupla.

A
M, [.‘(2

Mgx,  Fig. 8, Cap. 3, Livro texto

Suponha que vocé queira medir a probabilidade de um foton bater entre 1 e xs.

o Quanto seria a intensidade da luz total que bate entre 1 e x57
2

Neste caso farfamos / I(z)dz com I(z)x|E(z)|*> = uma soma de quadrados!
1

o Quanto seria a intensidade da luz total em z?

Neste caso farfamos I(z) x |Ea(z) + Eg(z)|> — somarfamos amplitudes antes

de quadrar!

e Regra geral:

52,
odg;,o Adicione amplitudes correspondendo ao mesmo estado final e depois L
Qo

9°° | as probabilidades correspondendo a estados finais ortogonais. \V"é. -18
a

MAPLima —————————— T e
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F689 Aparelho insuficientemente seletivo

Aula | . ~ ,
p%e e Aplicacao para o tratamento de espectro continuo.

o Quando a observavel que queremos medir tem um espectro continuo o “poder

de resolucao infinito é impossivel”. Isso é o mesmo que dizer:

E impossivel imaginar um aparato experimental que possa isolar um unico
autovalor pertencente a um conjunto continuo de possibilidades.

o Aparelhos insuficientemente seletivos podem nos ajudar nesse assunto.
Comece perguntando, se () = (rlip) é a fungdao de onda de uma particula,
qual é a probabilidade de encontrar essa particula dentro do intervalo [x7, x3]
do eixo x? Que tal responder: onde houver funcao de onda entre os planos
laranjas, representados por retas na figura. Esses planos entram e saem
perpendicularmente ao slide na direcao do eixo y. Ou seja, onde a funcao de

onda for diferente de zero na regiao entre os planos paralelos ao plano yz.

: x , :
§ T Qual € o subespaco Ea associado
E
S AR 52N com esse resultado de medida?
L i
e | 0s kets |r) = |x,y, 2)
%%%(’ g xo p
v _ I N que tal? < com
EE z > A
> T <z < xg;Vy;Vz.é"'é.
MAPLima | =¥ 19
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F689

Aparelho insuficientemente seletivo

Aula 16 e Aplicagao para o tratamento de espectro continuo (continuagao).

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

@)

MAPLima

o Um vez que os kets |z, y, z) sdo ortonormais (no sentido extendido) devemos

©)

simplesmente aplicar a regra que diz que basta adicionar as probabilidades

correspondendo a estados finais ortogonais. Isto é:

77(561<x<a:2):/$ / /dz‘ (z,y,2z[V)] —/ / /dzw

Note que trata-se da férmula ja estudada P(SIM) = (1| Palt) com

PAZ/ / /dZ!wy, (z,y, 2|

Como seria |9}, o estado obtido com o colapso de |¢), devido a medida?

P
) = T2l

Ou ainda [¢') = / / / dz|x,y, z){x,y, z|10) que na representagao

, com N = +/(1)|Palt), obtido pela condicdo (¢'|¢)") =1

das coordenadas fica: ¥'(7) = (Fly)) / / d2"(PI7 ") (F")
Como (FIF"y =6(F—r')=6(x —x )5(y y')0(z — 2'), temos:
~W(z,y,2) se x1 < T < g :
( da'S(x — "y, ) =N A
Y N/ 0@ — )@y, 2) {Osex>x10ux>az2 o
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F689 Aparelho insuficientemente seletivo
Aula 16 o Aplicacdo para o tratamento de espectro continuo (continuacao).

o A parte de ¢ (7) correspondente ao intervalo aceito pelo aparato de medida

persiste inalterada imediatamente apds a medida (o fator N aparece s6 para

normalizar ' (x,y, z). Note entretanto que o restante de v (x,y, z) é suprimido

pelo experimento.

Comentarios.

12 Chamaremos isso de reducao do pacote de onda.

2% Se um numero grande de particulas é enviado para o aparato, o resultado sera:

[ SIM para algumas — as particulas continuam, comegando no estado [¢).

0 NAO para outras — absorvidas pela tela.

SIM tem probabilidade P(SIM) de ocorrer.

32 Lembre que N - N
NAO tem probabilidade P(NAO) de ocorrer.
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3% o : > A
o espectro continuo, chamando-o de: N
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Vamos reescrever o postulado 4 (colapso da fungao de onda), caso



AF?S‘L Aparelho insuficientemente seletivo
ula
e Postulado de reducao de pacotes de onda de um espectro continuo.

Se a medida de A sobre um sistema em um estado [¢)) deu um resultado «y

A o
dentro de Aa (Vo — ap — - <a<ag+ 7), o sistema imediatamente apods
a medida é descrito por
Ao
Paa(@0)[¥) o

) = ™ onde Pag(ag) = /ao_% da |V ) (V]

V (Y] Paa(ao)
o Note que Alcixgo PAa(&O) — d&‘va><vo¢| € dP(Oé) — <¢|PAa(O‘O)|¢> — do“(”aMpHQ
e recuperamos o postulado 4 original. \
o As figuras mostram a reducao do pacote. Na pratica AlimO nao é possivel!
oa—r
A (1 A (1 P, A%) ]!
: | f\
g 4
S8
% l Ao
° : |
93 s ol ) X
)

o/ T S
3% Fig. 9, Cap. 3 do livro texto A
MAPLima .
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