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Spin 2 - llustrando os postulados

e Discutiremos algumas experiéncias com particulas de spin 1/2 para ilustrar os

postulados da Mecanica Quantica.

e Um bom comecgo é preparar estados |+) e |—). Para tanto basta passar um feixe

Y Fig. 5, cap. 4 do texto IP

de particulas com spin 1/2 por um experimento de Stern-Gerlach. As particulas

que desviarem para “cima” (defina z como sendo o eixo onde B varia fortemente)
estarao no estado |+) e as que desviaram para “baixo”, no estado |—).

ﬁz
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O ¢ F

Note que a fenda 2 esta fechada. Assim, todas as particulas que passarem pelo
anteparo P (no caso, s6 pela fenda 1) estarao no estado |+).

O que aconteceria se fizéssemos um novo experimento de Stern-Gerlach para o
feixe de particulas que saem pela fenda 17 Se o campo magnético fosse como o

d . . . d / 1 d . . . \\")’ -
O primelro experimento, todas as particulas desviariam para a cima.s z.
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F689 Spin 2 - llustrando os postulados

Aula 18 ., :
e E se quiséssemos preparar o sistema em um auto estado de 5,7 Para tanto,

bastaria passar um feixe de particulas com spin 1/2 por um experimento de
Stern-Gerlach, conforme a figura (campo magnético variando fortemente na
direcao x).

e Nesse experimento, todas as particulas que passassem pela fenda 1 estariam

no estado |+),.
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¢ @ Se fechassemos a fenda 1 e abrissemos a fenda 2, obteriamos o sistema no
.
e % estado |—),.
O°°( ' c . — —
08%8” ~ o Como preparar o sistema nos estados |+), e |—),? Basta colocar B || ,
Q0
9%0 L o S\ A
onde 4 = (sin 6 cos p, sin @ sin ¢, cos 9). $.2 5
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Spin 2 e sistemas de dois niveis

( Conforme vimos na aula passada,
97 # € um vetor unitario definido por:
_ﬁ_> e © = (sin @ cos p, sin A sin ¢, cos ),
© N Y L onde 0 e ¢ estao indicados na figura.

e Podemos imaginar o feixe vindo perpendicularmente ao plano contendo u e

o eixo z da figura. A escolha do plano (qualquer um que contenha u serve)
e da direcao do feixe é arbitraria, basta que passe pelo campo magnético

variando fortemente na direcao u.

desvio ao longo de 4 — |+), = cos ge_i% |+) + sin ge“% |—)
e Em V escolha
desvio contrario a & — |—), = — sin ge_i% |4+) + cos geH% |—)

e Serd que esse experimento pode ser util para preparar o sistema em um estado

geral |¢) = a|+) + B|—), sendo que a e S sdo ntimeros complexos de sua
escolha que satisfacam |a|? + |8|2 = 17 A resposta é sim. Para isso, basta que
encontremos 6 e ¢ que tornem |+), colinear com |¢). Se isso sempre for

possivel, o estado |+), de um experimento de Stern-Gerlach com campo

fortemente varidvel na direcido @, preparard |+), = e "2 [¢) (diferem

apenas por uma fase global - o x/2 é de quem sabe a resposta). ¥ 3
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F689 Spin 2 e sistemas de dois niveis

Aula 18 0 _—i
. , , | = |cos 57|
e Se queremos |+), colinear com |¢), precisamos impor o
8] = |sin gt
) , | = cos &
Isso é o mesmo que pedir que . g se tomarmos 0 < 6 < 7.
3| = sin 5
- 0 : 5 , .
Nesta condicoes cos 3 > (e sin 3 > (0 e tan 3 = ‘—‘ define 0 de forma unica.
o

e Sabemos que somente as diferencas de fase entre a e § afetam as previsoes

= _ 11
fisicas. Assim chame {Sp =argf —arga e obtenha {arg B=3x+3p

x = arg B+ arga argozzéx—%cp
e Use isso para escrever

| | o o 0 e X
) =lale’™® |4 +|Ble 8P| =) =% (cos T E | +) +sin 7 E|—)) =€ [+,
0 __
tan § = |7

As escolhas ¢ ¢ = arg8 —arga = tornam |+),, colinear com o [¢) desejado.

X = arg 8 + arg «

Aprendemos com isso a colocar o sistema em um estado arbitrdrio

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

53
Qoo
Og?? [). Isso foi feito para um sistema de spin 1/2, mas a estratégia

050 . . . b A
pode ser utilizada para sistemas mais complezxos. A,

MAPLima @Y | 4
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F689 Medidas de spin — colocar magnetos um atras do outro
Aula 18 o A figura abaixo mostra a situacao com dois experimentos de Stern-Garlech

alinhados (B; || By). Todos os 4tomos que forem empurrados para cima no
aparelho A; sofrerao o mesmo efeito em As. Isso é porque qualquer que seja
o estado do atomo antes dele chegar em A, a medida causa o colapso do
estado para o estado |+). Todos os atomos que chegam no aparelho A,

estao nesse estado e portanto sofrem deflexao para cima.

=y R Sl R [ il
TR ]
B ‘Al ‘ e

P, P,

e Esta experiéncia é uma clara confirmagao da validade do postulado 5 (a
medida causa um colapso do estado original para o autoestado associado
ao autovalor medido da observavel S,. No caso o autoestado |+) associado
ao autovalor + h/2. Note que nenhum dtomo em As moveria para baixo.
P(+h/2) =1
P(~h/2) =0 e

¥ 5
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&)é?{;’o e O atomo em A estd no estado |+),.". medir S, {
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F689 Medidas de spin — colocar magnetos um atras do outro
Aula 18 ¢ A figura abaixo mostra a situacio com dois experimentos de Stern-Garlech

desalinhados (B faz £ 6 com Bs). Todos os atomos que forem empurrados

. 0
para cima no aparelho A; saem no estado |+), =cos 56_2% |+) + sin §€+Z% |—)
com ¢ = 0 (nossa escolha). Ou seja em uma combinag¢ao de autoestados de S,

0

dada por |+),, = cos 5 |+) + sin §|—> Quais sao os resultados possiveis em Ao

e com que probabilidades? (Note que a figura é para ¢ = 7 e nao ¢ = 0).
-/ /
| /f 5

0.4 B; 2
/! v s/

PR,

f77 7
/) g

e Nesse experimento, o postulado de decomposicao espectral é prontamente

P(+h/2)=|(+|¥)|*=cos? /2 TS —
P(—h/2)=|(—|¥)|?=sin* /2 :>P(+h/2)+7)(_h/2)_1§1%° 6
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e Isso informa que ao medir S,, teremos {

Medidas de spin — colocar magnetos um atras do outro

e Considere um experimento conforme figura do slide anterior, mas com o

aparelho A5, medindo S, e nao S,. Neste caso, quais seriam as chances de
se obter +h/2e — h/27?
Novamente apods passar por A; os atomos estarao no estado

0 0
|+) ., = cos §\+> + sin 5]—).

Se queremos informagcao sobre a observavel S,, precisamos do operador

unidade 1 = |4)_ _(+|+ |—), .(—| para escrever |¢)) = |+), nesta base, isto é:

+)u = LH)u = [+), (HH)u + =), =)

P(+h/2)=[(+]+)ul”
P(=h/2)=[(=+)ul”

1
= () + |-
Sabendo que { s \{i( ’ ) teremos amplitudes
=) =+ —1-)
_ 1
dadas por +|+)y = ?(COSH/Q—I—SIDQ/Z) = cos (/4 —0/2)
—|—i—>u = E(COSH/Q —sin6/2) = sin (7/4 — 6/2)
(Troque 6 —7/2—6 no
P(+h/2)=cos® (r/4—0/2) Esperado? < N ——
' rado’
P(~h/2)=sin® (r/4—0/2) L 2B L&D Sy
experimento anterior uwcaws
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e E se medissemos S,, qual seria a média dos valores obtidos? Em

Medidas de spin —Valores medios

e (Considere novamente a figura do slide 6 com ¢ = 0. Os 4tomos que saem pela

0 0

fenda em P; estao no estado |+), = cos 5 |+) + sin §|—> Se medissemos agora

o spin na direcao Z, qual seria o valor médio dos resultados obtidos?

Duas formas de calcular essa média:

o Primeiro considere as probabilidades previstas no postulado 4. Se medirmos .,

em um sistema que se encontra no estado |+),,, as probabilidades de encontrar

P(+1/2) =|(+|+)u|* =cos* /2
P(—h/2)=|{—|+)y|?>=sin? 6/2

medidas esperariamos encontrar

<Sz> — %

os autovalores sao { — ge realizdssemos N

B, B 5.1 h
[5/\/608 0/2—5/\/'8111 0/2} = 5(3089.

o Outra forma de calcular a média seria segundo a formula (A) = (Y|A|), que

fornece (S.) = o (+]S.|+)u = cos? 0/2(+|S,|+) + sin® 6/2(—|S.|—)+

+ cos0/2sin /2] (+]S.|-) + (—|S.|+) ]| = gcos2 0/2 — gsin2 0/2 = gCOS@

0 0

seguida, aplicaremos as duas férmulas acima para obter (S,). “a¥ 8
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Medidas de spin —Valores medios

o Primeiro considere as probabilidades previstas no postulado 4. Se medirmos S,

em um sistema que se encontra no estado |+),(¢ = 0), as probabilidades de

(+1/2) = | (+]|+)u|?> =cos?(m /4 — 6/2)
(—11/2) = |o (= |+ )ul?=sin’ (7 /4 — 6/2)
vimos no slide 7. Se realizdssemos N medidas esperariamos encontrar

<Sx>:./%/, [g/\/'cosz(w/él —0/2) — g./\/'sin2(7r/4 — 9/2)} :gcos(w/2 — 9)2231]{19.

_ P
obter os autovalores sao D conforme

o A outra forma de calcular a média seria segundo a féormula (A) = (Y|Al), que

: B _h : 0 1 cos 0 /2
forneceria (Sy) = o (+|Sz|+)u = 5( cosf/2 sinf/2 ) ( 10 ) ( sinf/2 >
: _h, cos6/2 \ h, . _h
Ou seja, <Sx>—§( sinf/2  cos6/2 ) ( §in /2 )—5251119/20059/2—5811’19.

e Seguindo um raciocinio classico, quais seriam as componentes do momento

gcose Z

angular apés o feixe te sido polarizado por ﬁl do slide 67

B N .
5 sinf R
¥ 9
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Aula 18 o Relaxe agora a condicao de ¢ = 0. Os atomos que saem do aparelho A; estarao
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0 0
no estado |+), = cos 56_“‘0/2|—|—> + sin §e+290/2|—>. Que previsao podemos fazer

sobre os valores médios de S;,S,, e S,7 Basta usar (A) = (yY|A[y).

o Comece por (S,) = (+]S,|+)u, isto é:

h - : : 1 0 cos 0 /2e~1#/2 h
_ 0 +ip/2 —ip/2 , —
(Sz>—2 (cosf/2e sin 6/2e ) ( 0 —1 ) ( sin 0 /2¢+i/2 ) 5 cos 6.

o Em seguida, calcule (S;) = ,(+|Sz|+)u, que na forma matricial é dada por:

h - : - 0 1 cos /2412
— +ip/2 —ip/2 ' _
(Sz) (cosf/2e sin 0 /2e ) ( L0 ) ( sin /26 +i%/? )
cosf/2e~/2 1\
sin /2etie/2 |

(sin@/2e=%/2  cosf/2eti¥/?) (

NSt NS o

. . A
cos0/2sinf/2(e™"¥ +et'¥) = 5 sin 6 cos .
h

De forma andloga, calcule (S,)= 5 sin 0 sin

Estes valores médios sao iguais as componentes classicas do momento angular

de modulo h/2, orientado ao longo do vetor u, cujos angulos polares sao: 6 e .

Note, entretanto que cada medida fornece: + h/2 ou — h/2. ¥ 10
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AF?8‘78 Conexao entre fisica classica e quantica
ula

a b

. | e | |

N

%]

Fig. 9, cap. 4 do texto I ¢ ’ N
1

al+) + B8]-) 7_<
>

\ 1 =

s o A equacao de Schrédinger é linear: a solugao de (c¢) é a combinacao das solugoes
% de (a) e (b). Se o pacote é pequeno e o seu centro se move segundo as leis
% classicas, (a) e (b) mostram que 7 e p' podem ser tratados classicamente.
ggo O% e O mesmo ocorre na situacao (c), exceto que o pacote esta dividido (combinagao
Pz de duas trajetorias classicas). A particula nao segue nenhuma delas

3oe, A A
, S,
MAPLima (segue as duas - até que se mega onde ela se encontra). ¥ 11
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F689 ~ Evolugao temporal de uma particula com spin 2 em B constante
Aula 18 o (Clomo seria a Hamiltoniana cldssica do sistema, considerando que um campo

magnético homogéneo atue sobre uma particula com momento magnético

permanente? Levando em conta apenas as coordenadas internas, teriamos

para B = ByZz atuando em um atomo como momento magnético constante

—

M = ’yj , uma energia potencial classica dada por
U=-M-B=-MBy=-vByJ,

[M][L]* 1

e As unidades de U (energia) sao (tomei as de §mfu2) e as unidades

T2
L|\[M||L
de J, (momento angular) sao | H[T]H | (tomei as de 7 x p). Isso permite
1
concluir que as unidades de — vBy = wy sao de velocidade angular m

e A Hamiltoniana quantica fica H = wyS,, onde trocamos J, = S, por S,.
e Um sistema governado por essa Hamiltoniana é conservativo, pois ela nao
depende do tempo, H(t) = H. Conforme vimos, a evolugao temporal de

qualquer estado deste sistema é facilmente obtida, se expandirmos este

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

estado como combinacao dos estados estacionarios. Para obter os estados

o0o°  estacionarios, basta resolver a equacao de autovalor: RN
' (]

MAPLima H|E’ 7_> — E’E, 7_> =¥ 12
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F689 ~ Evolugao temporal de uma particula com spin 2 em B constante
Aula 18 o Clomo a Hamiltoniana H = wpS,, é proporcional a S,, ja temos a solucao.

Os autokets de H sao os mesmos que os autokets de S, e os autovalores

precisam apenas ser multiplicados por wg, ou seja

th

e Existem apenas duas energias e elas sao nao degeneradas. Para esse sistema
. A s 1 h wWo
existe apenas uma freqiiéncia de Bohr v, = E(EJr —F_ )= FWo = o

™
E Comentdrios
E. |+) o usel que Yprata < 0e€e .. wo>0= E_ < E,.
huwg
E_ B |—) o Se B = Bou, basta escrever H = wg.S,,.

e Precessao de Larmor.

Suponha que o sistema com esta Hamiltoniana H esteja em ¢ = 0 no estado

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

0 _, 0 .
% 14(0)) = |+)y = cos 56_“0/2|+> + sin §e+@90/2|—>. Lembre que qualquer ket do
35 tipo aHt) 4+ 5]—) pode ser escrito neste formato. Como seria [¢(t))? W ’
MAPLima =¥ 13
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F689  Evolugao temporal de uma particula com spin 2 em B constante
Aula 18 ¢ 14)(0)) = |+), corresponde ao ket associado ao autovalor A/2 de um experimento

de Stern-Gerlach com campo magnético direcionado para u, definido por (6, ¢)
em coordenadas esféricas. Para preparar o sistema neste estado, precisariamos
realizar esse experimento antes.

e J4 aprendemos a calcular [¢(t)). Basta inserir as fases apropriadas aos estados

. /. 0 —ip/2 _i Bty .0 +ip/2 By
estaciondrios e obter |¢(t)) = cos ¢ e "n Y|+) + sin ¢ e TR =),
hw 0 . 6 .

Mas Fy = iTO — [¢)(t)) = cos §€—z(¢+wot)/2’_|_> + sin §6+z(90+wot)/2|_>.

e Note que esse estado corresponde ao |+), de um experimento de Stern-Gerlach
com campo magnético direcionado para u, definido agora por (6, ¢ + wot).

e O estado parece estar precessionando ao redor de ByZ com velocidade angular

w. Digo “parece” devido a um resultado estranho | (t+27/wg))=—|1(t)). Para
4

obter [1(t)) novamente é preciso esperar “T  Note PH) =cos?0/2; P(—) =sin’6/2
Wo

Um bom exercicio é obter valores médios de S, S, e S,. Note que [S,, H] =0,

o Sz, H] # 0 e[Sy, H] # 0 e calcule (1(t)]|Sz|¢¥(t)) = (h/2)sin 6 cos(p + wot);

B ((0)15,1(6) = (/2)sinBsin(p +wot): WOIS-IH(0) = (1/2) cos0,

8%° | Os valores médios rodam ao redor de ByZz com velocidade angular wy. R/

MAPLima @Y |14
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