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o Lema 2: J_ = J, —iJ, com J_|k,j,m) = {

o Lema 3: Jp = Jy +1iJy, com Ji|k,j,m) = {

Momento Angular na Mecanica Quantica
RESUMO

o Jilk,j,m) = j(j+1)h*|k, j,m) = com j >0
o Lema 1: J,|k,j,m) =mhlk,j,m) =com —j<m<j

0sem=—j
x |k,j,m—1)sem > —j
2]k, jym) = §(G + DE2J_ |k, j,m)
Para m > —j, isso significa que
J,J_|k,j,m) = (m— 1)hJ_|k,j,m)
ou seja, J_|k,7,m) é autoket de J* e J, com autovalores j(j + 1)h? e (m — 1)h,
respectivamente.
0sem =7
x |k, j,m+1)sem < j
J2J—|—’k7j7 m> — .](J + 1)h2‘]+‘k7j7 m>
Para m < j, isso significa que
JZJ+‘k7j7 m> — (m + 1)hj+’k7.]7 m>
ou seja, J, |k, j,m) é autoket de J* e .J, com autovalores j(j + 1)h* e (m + 1)h,

respectivamente. )
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W2 2% ¢ Sabendo que —j <m < j, é sempre possivel achar p, nimero inteiro, tal que

—j7<m—p< —j+1 (basta tomar p = primeiro inteiro a esquerda de m + j).
sem=44,5=p=9e —5<—-4,5< -4
por exemplo, suponha —5<m<5<¢sem=—-45=>p=0e —5<—-4,5<—4
sem=—1,0=>p=3e —5<—-45< -4
o Note que p € o numero de vezes que temos que aplicar J_ para sairmos de m e
chegarmos em m — p (autovalor entre — j e — j + 1 de um autoket de J,).
e Considere asériede vetores: |k, j,m); J_|k,j,m); ...(J_)"|k, j,m); ...(J_)P|k, j,m).

Todos sao autokets de J? e J,, conforme mostra a tabela:

Autovetor Autovalor de J? | Autovalor de J,
[k, j,m) j(j + 1)k mbh
J_|k, j,m) j(j +1)h? (m—1)h
: (J) "k gyom) | G0+ R (m —n)h
E
18 E E E
- % D . .y 2 .
e ) (J-)Plk, 5, m) j(j+ 1Dh (m —p)h
08%8”0 ~e Uma aplicacao a mais do que p faria um autovalor de J, com m—p—1<—j
°°% ¢ isso viola lema 1 (que proibe autovalores menores que — j.) A

)
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Momento Angular na Mecanica Quantica: o espectro de J? e |,
Para evitar isso precisamos fazer m —p = —j, com (J_)P|k, j,m) < |k, j, —7),
pois assim, qualquer aplicacao adicional do J_ daria o ket nulo e o lema 1 fica
preservado.

De forma semelhante poderiamos ter feito toda essa argumentacao para a série

associada ao J; : 3 ¢, numero inteiro, tal que j — 1 <m+¢q < +j. Sem ¢ Z,

basta pegar o ntmero inteiro a esquerda de 7 — m. Como exemplo, considere
sem=4+4,5=q=0e4 < +4,5<5

—0<m<d<¢sem=-24=qg=Ted<+4,6<5H
sem=—-1,9=q¢g=06e4<+4,1<5

Note que q é 0o nuimero de vezes que temos que aplicar J. para sairmos de m e

chegarmos em m + q (autovalor entre j — 1 e + j de um autoket de J,).

Autovetor | Autovalor de J? | Autovalor de J,
|k, 7, m) i+ 1)h? mh
Agora temos: S|k, 5,m) j(J + 1R (m+1)h
(Jo) Uk, gm) | G+ DR (m + g)h
Uma aplicacao amaisdo que ¢ faria um autovalorde J, com m+q+1> 4
e isso viola lema 1 (que proibe autovalores maiores que + j.) él'\% 3.
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F689 Momento Angular na Mecanica Quantica: o espectro de J? e |,
AUl 23 o p g evitar isso precisamos fazer m + g = +j, com (J)?k,j,m) < |k, j,+j),

pois assim, qualquer aplicagao adicional do J, daria o ket nulo e o lema 1 fica
preservado.
m-—p=—j

. = qtp=2j
m+q =)

e Combinando as duas condicoes {

e Como p e ¢ sao inteiros j é necessariamente inteiro ou semi-inteiro. Os valores
de m ficam restritos a — j,(—j +1),(—j +2),...(j —2),(j — 1), +J, conforme

a tabela abaixo.

7 | Autovalor de J? Autovalores de J, (em h) multiplicidade
0 0h* 0 1

1 352 11

3 i —2:+3 2

1 2h? —1,0,+1 3

2|k, j,m) = j(j + 1)R*|k, j, m)
J. |k, j,m) = mhlk, j, m)

s6 existem para

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

2¢ Resumindo: as solucoes de {

35i()
O&’ S inteiros ou Boncd Ttiolas d | T
j >0 = e aplicagoes multiplas de Ji levam a | 7]7i3>'§\‘7'14 p
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Momento Angular na Mecanica Quantica: Bases
Representagao padrao. Uma das formas de construir & = {|k, j,m)}.

Como construir uma base ortonormal de vetores em £ que sejam autovetores
de J? e J.?

T2 |k, j,m) = j(5 + 1)R%|k, j,m)
Ache A que comute com JZ e J, e use R J, |k, j, m) = mhlk, j, m)

Alk,j,m) = ak jmlk,j,m)
Em principio, para cada par (j, m) seria preciso resolver a equagao

Alk,j,m) = ak jmlk,j,m).

Se os autovalores ay ; ,, forem distintos para um par (j,m), 4, J 2 e J, formam
um CCOC e o problema esta resolvido. Note que é trabalhoso, pois para cada
par (j,m), a equacgao acima precisa ser resolvida.
Para diminuir esse trabalho, fixe (j,m) e construa, resolvendo a equagao acima,
um subespacgo formado por £(j,m) = {|k,j,m)} com k =1,2,...,g(j, m) onde
g(j,m) é a degenerescéncia associada ao par (j,m).
Em seguida, use J4 para construir os subespacgos £(j,m £ 1) ={J+|k,j,m)}.
Serd que se fizermos isso para todos os j’'s teremos uma base completa, isto é,

uma representacao em &7

¥ 5
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Momento Angular na Mecanica Quantica: Bases

e Um bom comego é mostrar que, se ki # ko, os kets Jy|k1,j,m) e Ji|ko,j, m)

sao ortogonais. Isso também seria esperado dos kets J_|k1,j,m) e J_|ko, j,m).
Para testar ambos, basta calcular (ki, j, m|JxJ4 ke, j,m), fazendo uso da
expressao ja demostrada (aula 22) J¢Ji = J? — J*F hJ,, isto é:

k1,7, m|J=Jx|ke, 4,m) = [j(j + 1) — m(m £ 1)]h* (ky, 5, m|ks, j, m) . Use que

\ 7
-~

autokets de A com autovalores distintos sao ortogonais=- dg, %, € conclua

<k71?jam|‘]:|:‘]i|k27j7 m> — [](] + 1) - m<m + 1)]h25k1k2 (qu>

e Isso permite concluir, se £(j,m) = {|k,j,m)} é feito de kets ortogonais, os kets

de E(j,m + 1) = {Jy |k, j,m)} também sao ortogonais entre si, assim como os
de g(]am o 1) — {J—’kaja m>}

e Esta relagdo de ortogonalidade permite calcular N em |k, j, m+1)=NJ, |k, j,m),

(k, j 41k, j,met 1) = N2(k, jom 1Ty b, jome 1) = [§(G+1) —m(m+ 1)]A2N?
1
h/iG+ D) —m(m+1)

Como (k, j,m+1lk,j,m+1)=1, podemos concluir: N =

1
h/7(G+1)—m(m+1)

compoem E(j, m + 1) e sao ortonormais. Serd que eles constituem W
&‘ ,é. 6
!
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Os vetores |k, j,m+1)= Jylk,j,m) com (j,m + 1) fixos,

uma base em £(j,m + 1)7?
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e Para verificar isso, suponha £(j,m+1)={J.|k,j, m)} construido pela aplicagao

de J, em todos os kets de £(j, m)={|k, j,m)}. Suponha também que exista um
|, 5, m + 1) ortogonal a todos os |k, j,m + 1) de E(j,m+1)={|k,j,m + 1)}. Se

isso ocorrer, {|k,j, m + 1)} nao forma uma base.

o Lembre que V 3, o ket |3, 7, m) deve ser escrito como uma combinagao em k dos

ketsde £(j, m)=A{]|k, j,m)}. Em principio, vocé diria que precisa de todos os kets
de £, mas notaria que o operador A, antes de diagonalizado era bloco diagonal
segundo pares (j,m). Ou seja, um autoket de J* e J, com autovalores, j(j + 1)A
e mh precisa ser descrito com os vetores do bloco (j,m), pois todas as projegoes
(k', 3", m/|k, j,m) sdo nulas se j' #j ou m’' #m. Provaremos, por absurdo, que se
E(jm+1)={Js|k,j,m)} ndo forma uma base, a propriedade descrita para £(j,m)

nao sera valida.

0 (m+1 #£—)

e Voltemosaonosso ket |a,j,m+1). Quanto vale J_|a,j,m+1)7¢ € £(j,m)

1L VJ_|k, j,m+1)

1
h/j(G+1)—m(m+1)
J_|k,jom+1) oc J_Jylk,jom) = (J? — J2 = )|k, j,m) o |k, j,m) V&, @0

¥ 7
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Jylk,j,m) e isso faz

Vimos que |k, j,m+1)=
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e Masse J_|k,j,m+1) x |k,j,m) = J_|a,j,m+ 1) x |a, j,m) temos que se
J_|a,j,m+1)y LVJ_|k,j,m+1) = |a,j,m) L V|k,j,m) o que nos leva a um
absurdo, pois, conforme vimos, {|k, j,m)} consegue descrever qualquer ket.

e De forma analoga, podemos mostrar que os vetores {|k, j,m — 1)} definidos
1

J_|k,3,m
G —mmeyy ™

pela relacao (mostre a relagao) |k, j,m—1)=

formam uma base em £(j,m — 1).
e Como cada subespaco £(j, m) é completo para escrever qualquer ket, |a, j, m),
como uma combinacao em k’s de kets |k, 7, m), é de esperar que a dimensao de

todos os subespacos £(j, m) (Vjem) sejam iguais, ouseja na base convencional

Agao | Subespago k=1 k=2 k=.. k=g(j)
J_ 4| &(,m=j) 1,7, 7) 12,7, 7) k=...,7,]) 9(5),7,7)

J_ U 8(j,m:]—1) ’17373_1> ’2a]73_1> |k:7]7]_1> ’g(])a.]vj_1>

J_ | E(j,m) 1,5,m) | 12,5,m) | |k=...5,m) | |g(5),5,m)

S(Jam:_]) ’17]7_]> ’27]7_j> ’k:7]7_3> ’9(3)7]7_]>

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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e Na pratica, para gerar uma base convencional, ache um operador A que comute

com J? e J,. Para facilitar, suponha que precisamos apenas de A para formar um

CCOC com J? e J,.
Diagonalize A em £(j,j) ou melhor, resolva Ak, j,7) = ax |k, 7,7)-
A partirde{|k,j,j)} com k= 1,...,9(j), acheosoutros £(j,+m)={JL|k,j,m)}

Repita o procedimento para um novo j.

J
No final teremos o £ = Z Z E(j,m).
i m=—j
Comentarios

(A, J,]=0 o . . .
Se =[A, J_]lk,j, ) =0— AJ_|k,j, ) = J-Alk, j, j) = ar ;J -k, j, J)

1A, J,]=0
O autovalor de A para o ket |k, j,7) é o mesmo que para o ket J_|k, j,7).
Poderiamos ter feito o mesmo raciocinio para m=—j (Alk, j,—j) = ar—i|k, 7,—J))
tal que, = [Av J—I-”kaj? _]> :O_>AJ+|’I{77]7 _]> :J+A|k7j7 _.]> :ak,—jJ+|'I€aja _j>
O autovalor de A para o ket |k, j,—j) € o mesmo que para o ket Jy |k, j,—7).

Nessas condicoes todos os kets da base convencional sao autokets de

A, J? e J,, e Atem o mesmo espectro para um j fizo, ¥ E(j, m). NS 9.
Y
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g, )14 Jas]#0
[Aa Jy] 7&0

podem nao ser autovetores de A.

= continuamos a ter uma base, mas os vetores de £(j,m + 1)

J
Desvantagens da base convencional & = Z Z E(j,m)
j m=—j
(1) g(j) depende do sistema fisico.
(2) £(j,m) ndo é invariante sob acdo de J, pois Jy e J_ levam kets de £(j, m)
para kets em £(j,m+1) e £E(j,m — 1).

Isso inspira a criagao de um novo subespago definido por £(j, k).
Explicitamente, ele é definido pelos kets |k,7,—j), |k,j,—i+1),...|k,7,m),..., | k,j, 7).
A dimensao desde subespaco é g(j, k) = 2j + 1 = para todos os sistemas fisicos.

E(j, k) é globalmente invariante sob agao de j, pois J1 e J_ levam
ketsde £(j, k) para kets do mesmo £(j, k). A A

¥ 10

UUUUUUU



F689 Relagoes de comutagao caracteristicas de momento angular

Aula 23 ; ~ .
e I8 Alguns exemplos de (Ju)(J ) (representagdes matriciais das componentes, J,,, de

do momento angular para um dado j).

(1) 7 =0= simples, pois (k,0,0|J,|k,0,0) =0 e (k,0,0|J+|k,0,0) =0
(k. 33121k, 5, 5) = 3h
k,5,5]J:k 5,—5) =0
(2) j = = = neste caso, usamos < 12 21 | 2 %> para escrever
<k7§7_§|‘]z‘k7§7§> =0
Db 1) =
RAES

1 i —
J(%> o 1 0 . J(%) B <27+ J—i—’ —|_2> <27+ |J+’27 2>
= T2\0 —-1) Y+ = ©

<%7_%’J+’%7_|_%> <%7_%|J+’%7_%>

(3)

1
(2) e J_°, use

J 2 = . Para J
<%7_%|J—|%7_'_;> <§?_§|J— 57_§>

Jilk, j,m) = hy/j(j+1)—m(m=1)|k, j, mE1) sistematicamente para obter

: 1 1 1 .
O (3) 0 1 (3) 0 0 (3) _x (0 1 3) (0 —i
s 0 0 1 0 1 0 i Osr;, —

OO°
uuuuu
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F689 Relagoes de comutagao caracteristicas de momento angular
Aula 23 para obter a representacio matricial de J2, use que J2|j,m)=7(j+1)|j,m),

<§,+§|J2|§> 2> <§,4—2\J2|§,—§> a2 (1 O>

(221 (LD o
L,+H|J.|1,41) +h
L,+|J, |1, 0) =

1,+1|JZ|1, 1>

1
e calcule (J2)(2) =

K

(

<

(1, 0]J;|1,+1)
(3) j=1= neste caso, usaremos ¢ (1, 0|J,|1, 0) =

(1,

(1,

(1,

OO =

1, 0]J.]1,—

1) =
1,-1|J,[1,41)
1,-1|J. |1, 0)
| (1,—1]J,|1,—1)

0
0
0 =JY=nh
0
0
0

—h

0 vV2 0 0
JY=n{o o v2|;JW=n| V2
0 0 0
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Novamente, usando J4 |k, j,m) = hv/j(j+1)—m(m=E1)|k, j,m=E1), calcule

0 0 1 0
0 J<1>——101
0 01 0

0

0

1
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Exercicio extra

1
’ 9
qualquer diregao 4= (6, ) arbitraria, respeita arealidade experimental expressa

e Mostre que paraos3 casos, 7=0 e 1, apresentados, amedida de J,, = J-@ em

no primeiro slide da aula 21. Para tanto, diagonalize J,, sabendo que

U= (sin 6 cos ¢, sin @ sin p, cos ) = e J - @=sin 6 cos p.J, + sin fsin pJy, + cos0J,.

Para facilitar, seguem as matrizes (verifique) que precisam ser diagonalizadas:

3 cos e ¥sinf
O J’LL2 _— J . ’&: _— g
et sinf  —cosf

4 { V2cos® e " sinf 0 \

£ By | |

g o JM = J. 7= % et'?sin 6 0 e " sin6
ggoé \ 0 et sinf —+/2cosd )
i

Qoo &‘"’A A
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