F689 Oscilador Harmonico Isotropico

Aula 26 (exercicio da lista)
e O potencial deste oscilador tridimensional é dado por
1 1 1 1
V(r) = §mw2x2 + imw2y2 + §mw2z2 = §mw2fr2

Em coordenadas cartesianas o problema é bastante simples e pode ser separado
em tres osciladores unidimensionais.

Para isso, basta observar que a Hamiltoniana é separavel nas 3 dimensoes, isto é:

p? P;  pP? o1 1 1
H = —*% Y z - 2X2 - 2y2 - 2z2 — Ha: H Hz
2m+2m+2m+2mw —|—2mw —|—2mw + Hy +
e considerar que: H|¢)=FE|y) — com |¢)=|n;) ® |n,) @ |n,) e E=E,+E,+E,
fo|nm> = —% + imw?X?||n,) = Ey|ng) com E, = (ng + 3)hw
:p2 1

onde § H,|n,) = [3L + 3mw?Y?]|n,) = Ey|n,) com E, = (n, + 3)hw

| H:[n.) = % + imw?Z?||n,) = E.|n,) com E, = (n, + 3 )hw

e As autofuncoes podem ser obtidas pela composicao de solucoes do oscilador

unidimensional. Faca alguns casos

: . , 3
e A energia do sistema é I, , = (nx—l—ny—l—nz—l—§)hw, com ng,nyen,;=0,1,2...
go =1
A , 3
Qual ¢ a degenerescencia de cada nivel? Estado fundamental Ey oo = ihw;

i . 5 g =3 o
MAPLima  lO.estado excitado Ej 00 = Eo1,0 = Eoo01 = §hw (3-degenerado). ™ | 1
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Oscilador harmonico isotropico em coordenadas esféricas

e O potencial deste oscilador tridimensional (continuagao).

20.estado excitado
- 92 = 6

7
Fi10=F1,01=FEo1,1=FE200=Ep20=Epo2= ihw (6-degenerado).

3o0.estado excitado

Ei111=FE210=FEo21=FEi02=FEi120=FE201=FEo12=FE300=~FEo30=

9
= Fpo3 = §hw (10-degenerado). Faga em casa o 4o.estado excitado.

;=10

e O proximo passo € resolver esse problema em coordenadas esféricas e avaliar a

1
degenerescéncia do espectro nesta representacao. O potencial V(R) = §mw2R2

é central e, portanto, sabemos a forma da solucao:

Sen(r0,0) = )y 0, )

onde uy ¢(r) deve ser solugao da equacao
R* d* e+ 1DR* 1
{_ 2 dr? + | 2ur2) + §mwzr2} k(1) = E et (),

com a condigao de contorno uyg ¢(0) = 0 V7. el
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F689 Oscilador harmonico isotropico em coordenadas esféricas
Aula26 o Para resolver o problema estudaremos o comportamento das solucoes que

que satisfazem a equacao

R? d? (U+1DR? 1,
[ 2m dr? 2mr?2 T §mw 4 }UI{’K(T) _Ek’éuhg(fr)’

parar — 0 er — oo.

h? d? {(¢+ 1)R?
e r — 0,0s termos dominantes sao — ——=ug ¢(7) + ug ¢(r) =0,
2m dr? ke (7) 2mir>2 ke (7)
e, conforme vimos, lim g ¢(r) ~ 7+,
r—0
— t d't”’ﬁQd2 ()+1 2r2up o(r) =0
e r — 00,08 termos dominantes sa0 — ——=ug ¢(7) + =mw rcug ¢(r) = 0,
om dr2 " 2 ot
cuja solugao é do tipo (ver OHS unidimensional) lim wg ¢(r) ~ e=mwr”/2h
T—>00
e Tentaremos uma solucao que combina os dois limites
wpe(r) = folr)rHlemmer /2
§ o Essa substituicdao fornece a seguinte equacao
g
S d? +1 mw | d 2mE mw
= —d 2fg(7“)—|—2<( ) — 7”) fg(?”)—i— [ 5 —(254—3)—}]05(7“):0
Sonmm| r T h 7dr h h
o%%(”@' 00
i - - - n
%335 e Em seguida, use a série de poténcias fy(r) = g a,r" e obtenha
3% -y
n=0 &"’A. 3
Y

MAPLima
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F689 Oscilador harmonico isotropico em coordenadas esféricas

Aula 26 0o 2 o 7
Z {n(n + 20+ D)a,r" > + [ — %n + 7;;2 — (20 + 3)%}%17“”} =0

n=0
e Para essa equacao ser satisfeita, é preciso que os coeficientes das diversas poténcias

em r se anulem de forma independente. Considere as poténcias
r~2, obtida s6 do primeiro termo, com n = 0 — 0(0 4+ 2¢ + 1)ag = 0 — Vay

r~!, obtida s6 do primeiro termo, comn =1 — 1(1+2/+1)a; =0 — a; =0

~

nunca € zero
r’, obtida pela combinagao de termos (faga a estratégia usual):

a1 = 0 e V impar
ag # 0 e V par

2mE
(n+2)(n+ 20+ B)anss = [ - = + =

2n+2€+3)}an{

Com isso concluimos: s6 a,, com n par, contribui.

e E possivel mostrar que se nao interrompermos a série, o polinomio explode

mais rapido que a exponencial de argumento negativo se anula. (verifique)

: omE
g o Para fazer a, 4o = 0 basta fazer | — 7;;2 + %(2714—264—3)} =0e ..
g
2| EF.:n =0,=0FEyo=3/2hw & 0 =1
05: 2 / / ’
35 WE Epeo=(n +0+3/2)hw com n’ par. ’
C)O&?’Qi . ( / ) b {10.2 n’=0,€:1E0,1:5/2hw >0 =3
Qoo .

o
20. estado excitado: n'=0,=2oun'=2,=0 Eyo=F5=7/2hw é"{é 4
MAPLima N go =6 (fa‘(r;a‘ gg) u.\::wm
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. Sistema de duas particulas interagentes
Movimento do centro de massa e movimento relativo para um sistema de duas

particulas interagentes que respeitam o potencial: V(7] — 75). "2 r=TT T

Comece escrevendo a Lagrangeana do sistema

ELagrangeana — £(T17 re,T1, 7“2) — §m1T1 + m2r2 - V(Tl — TQ)

p1 = mim
: oL

e ache os momentos conjugados p; = FPR dando

4; S

P2 = MaTa

— mi71+mor:
(D)re="0

Na Mecanica Classica fazemos a seguinte troca de variaveis

(2)77:7“1—772

__mg _mo 2 maTh mo =2 2
(1)+m1—|—m2 (2)_> TG+m1+m2T_m1+m2+m1+m2 1=
que permite a Inversao
. mg = M3 =2 MaTa mi 2 =
(1> mi+ma (2) —Ta mi+ma r= mi+mz | mitmg 27 12

E reescrever a Lagrangeana do sistema em funcao das novas coordenadas:

L : mo 9 : mq 9
L(Ta, T\ Tq,T) = 511 [rg—i——ml - 7’} + 5m2 [rg—ml - 7“} — V(7) ou
mlmg mgm%

= 2 (mq —{—mg)ﬂ%%—%( )2)?2 — V(¥) = continua

(m1+m2)?  (m1+mg Az A

4.\' 5
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F689 Sistema de duas particulas interagentes
Aula26 e Para finalmente obter

1 Mmimsa -

’C(FG77?7 7.?G'/'%)) — %(ml + m2>;C2¥ + 2 772 o V(T) — %MFC%_‘_%/“:Q o V<T)7
mi-+msg

M = mq + mo é a massa total do sistema
onde
p= % € conhecida como a massa reduzida do sistema
pc = Mrg
p = pr

e Esses momentos podem ser reescritos em funcao das coordenadas antigas:

e A Lagrangeana permite calcular os novos momentos canonicos {

pa = (m1 +ma) = M1T1 + MaT2 = P1 + P2
mi + Mo
L mame o mime ,Pp1 D2, P D1 Do
p= 2 (G ) = Dy PP
mi+mso mi+me My M2 pooomi Mg
§o A Hamiltoniana pode ser escrita a partir da Lagrangeana H = Z pi -1 — L
= i
: e | P
§ H=I5 4+ L V() = separavel. As equacdes de Hamilton Jacobi,
e 5 2M  2pu ficticis
03 £ cticia
<g§<l’5 -
$3r, dp; OH P =0 (centro de massa é uma particula livre)
00o° =———, fornecem<¢ .7 ' " ) ) RN
, dt 94 p=—VV(7) (equagao de um “corpo” sd).  H& | g
MAPLima particula ficticia € il
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Sistema de duas particulas interagentes na Mecanica Quantica

e Na mecanica classica é comum escolhermos um referencial no centro de massa.

(@)

(@)

(©)

Isso reduz o problema de dois corpos a um um unico problema de um corpo sé

, , mimsa
de uma particula ficticia de massa y = ———.
mi+me

Como fica isso tudo na Mecanica Quantica?

X1, Piz] = Y1, Piy| = [Z1, P1.] =il
Comecamos pelas relacoes comutacao
Xo, Poy| = Y2, Poy| = |22, P2, =il
([X1, Pay] = Y1, Poy] = [Z1, P2.] = O

Para particulas diferentes eles comutam <

| [X2, Piz] = Yo, Py = [Z2, P1.] = 0

Po=P + P, (X, Pas| = Yo, Payl = | Za, Pg=| = ih
A partir de obtemos{ mostre (inclusive as indicadas abaixo)!+
Pl X, P = [V, P] =2, P = in

O operadores Rg e Pg comutam com os operadores da particula ficticia R e P.

As componentes de ﬁg e P comutam entre si. De R e EG também.

Assim, podemos tratd-las como observdveis de posicoes e momentos de duas
particulas ficticias distintas, uma com (R, P) e outra com (Rg, Pg). “=® | 7
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Sistema de duas particulas interagentes na Mecanica Quantica

Aula 26 e Nossa mudanca de coordenadas permitiu trocar

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

P2 2 . .
H=_-—1+ 2 4+ V(R — Ry) = (particulas acopladas por V)
le 2m2
por
PZ pP? ~
H = 2]@ + 2 + V(R) = Hg + H, = (particulas nao acopladas)
P? lis >
e Como Hg = ﬁ comuta com H, = 5 + V(R) e ambos comutam com H, isto
v
é |Hg,H.| = |H,H,| =[H,Hg] = 0 = sabemos que existe uma base comum de
Hgl|y) = Ecly)
autofuncoes de Hg, H, e H { H,.|¢)) = E,|[¢)) onde F = Fg + E,
Hly) = El)

e Considere a representagao £ ={|rg,r)}, cujos vetores sao autovetores simultaneos

das observaveis ﬁg e R ou & = {|[¢)} a representacdo da energia.

)
G ¥) = Ixe) ® )
B 7 Helxa) = Eclxa)
Em {|rg,7)} < P’G N Eﬁ(} Em {|¢)} =€ = 8}% ® & § Hrlwr) = Er|w,)
B E% Xa) € gﬁc §“’4 A
‘ : |wr) € & % 118
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Sistema de duas particulas interagentes na Mecanica Quantica

Hglxe) = Eclxa)
As equacoes na representagao das coordenadas, {|rg)}

Hy|w,) = Er|w)

(FelHalxa) = Ea(falxa) = — 2 Vxa(Fa) = Eaxa(7a)
e {|7)}, ficam 2
(FH,|wr) = Ep(Flwy) = [ = 5,V + V(7)]w.(7) = Eyw,(7)

A primeira equacao é de uma particula livre, cuja solucao é uma onda plana

1 P~ 2
xa(fg)= Weﬁm'm e energia dada por Eg = 2]?—]\94 (energia de translacao

do sistema como um todo).

A segunda equacao é de um potencial central se V() = V(r) = o potencial

depende apenas da distancia entre as duas particulas.

E1:E1Xﬁ1 EG:ﬁGxﬁG
Se J = El +Eg com mostraremos que J= I_:G+[_: com
E2:é2Xﬁ2 E:ﬁXﬁ
¥ | 9
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AF?st Momento Angular de um Sistema de duas partl'culas interagentes
ula f =

RQ — ml—l—ng + m1—|—m2 R2
Po =P + P
e Para demostrar isso, lembre que <
R =R, — R,
\P — mlrribljnz Py — mffﬂ’bz Py
EG:Efo’G = (mﬁ_lmg él + m1+m Rg) X (ﬁl + ﬁg)
e calcule
E:ﬁx ﬁ - (}%1 R2) (mf?—ll—zmg ﬁl - mln—/ll,—lTng P2)
Le= (R x P+ By x Py) + —"2—(Ry x P\ + Ry x Py)
ou seja

[ — _mo2 (ﬁlel R2><P1)—I- 1mz(§2><152—ﬁ1><ﬁ2)

§ Assim, Lg+L=—"2R xP+ —""2RoxPy=L;+Ly=J cqd
2 mi + ma mi + m2
25 (P2 A
&§> A soma dos momentos angulares das duas particulas € igual
35 ) o n
a soma dos momentos angulares das particulas ficticias. 2
MAPLima =¥ 10
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O Atomo de Hidrogénio

( massa m, = 1,7 x 1072"kg

um proton de

carga ¢ = 1,6 x 107 1?Coulomb
O Hidrogénio consiste de < ¢
massa m, = 0,91 x 1073%g

um elétron de

\ carga — ¢
A interacao entre as duas particulas é essencialmente eletrostatica e o potencial
2 2 2
. q 1 € q
correspondente é dado por V(r) = — — = —— com = e,
dmeg T r 4meg

Nosso problema é resolver a equacao do movimento relativo da particula ficticia

memm . ~ , . A
de massa u = P cuja solucao fornece o espectro do 4tomo de hidrogénio.

Me + My,

Conforme vimos, a Hamiltoniana classica do movimento relativo é dada por

2 2
€

2 T

MMM m

Note que a massa reduzida y=——-7%" = - ~me(l—me/my) é quase a
me+m, 14+me/m, .

N

massa do elétron, pois m./m;, ~ 1/1800. O centro de massa ~ prétong," |11
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F689 O Atomo de Hidrogénio: O modelo de Bohr

Aula 26 . s , . ,
"2 o Omodelo de Bohr ébaseado no conceito de trajetorias e é, portanto, incompativel

com a mecanica quantica. Entretanto, sua apresentacao ¢é util para introduzir
quantidades fundamentais como energia de ionizacao F; e tamanhos tipicos da
escala atomica (raio de Bohr ay).

e Veremos que o espectro de energias do modelo de Bohr coincide com o espectro
obtido pela equacao e Schrodinger para o potencial Coulombiano e, portanto,
proximo do espectro experimental. Isso tornou o modelo muito atraente naépoca.

e [Eisse modelo semi-classico é baseado na hipdétese que o elétron descreve 6rbitas

circulares de raio r em volta do préoton, cujo movimento obedece as seguintes

( 1

(1) E = 5mv° — é — energia

N 2 2 ,
equacoes ¢ (2) #—~ = % — forca centripeda

g | (3) pvr = nh — quantizagao de momento angular (n > 1 e inteiro)

E

- S ) e’ o e?

" |£ ¢ Dividindo a equacgao (2) pela (3), temos: v = — = — com vg = —.
52, O E nh n h
2\ W2 nh n?h? h?
%35, e Esse resultado na (3),d&: r=—=—3 —=n2ay com ag= —.
900 Qv e Le N o

“a¥ | 12
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AF?S;é O Atomo de Hidrogénio: O modelo de Bohr
ula 2

, e n?h? .
e Inserindo os resultados, v = = e r=—, la equagao (1), temos:
n e
1 /e?\2 e? 1 pet E; pe
E=— (—) — =3y = —= = —— com E; = — (ionizacao
2" \nh ”:g 2 n?h? n? ' op? ( Gao)

e Note que E; é a diferenca entre a energia do nivel n = co com o nivel n = 1.

(h=1,054589x 10734 J.5

g=—1,602189x10~9C )

e Considerando< = e’ = d =2,307 x 10728 N.m?
1 9 2 /2 dmeo

= =8,988x10°N.m?/C

4dmeg

(me=9.10953x 1073 kg

(ap = 155 = 0,5292 x 1071%m = 0,5292A

Obtemos as quantidades tipicas { vg = % =2,19 x 105n /s — =2 =0,0073

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

%390 Ep = 45 =218 x 10718 = 13,6¢V
L N A

“a¥ 13
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Preparando a solugao do atomo de Hidrogénio
h? e?

e A equagdo que queremos resolver é: [— 2—V2 — —] Y(r) = EY(r)
L4 r
2
e O potencial — c é central e, portanto, sabemos a forma da solucao:
r
Uk, 0\T
wkﬁm (Ta 97 90) — T( )Yvﬁm(ea 90)

onde ug ¢(r) deve ser solucao da equacao

R 1R e
[ 2u dr? 2ur 7] k(1) = Bt (),

com a condigao de contorno uyg ¢(0) = 0 V7. V)

e Para I/ > 0 a equacao acima admite solucoes Fig. 3, cap. 7 do texto
para qualquer valor de E. As funcoes ug ¢(r) '

nao sao quadraticamente integraveis.

A
e Para I/ < 0 s existem solucgoes para certos
E>0
valores de E e os uy ¢(r) s@o quadraticamente
. ’ . 0 | y i - 4 /o
integraveis. 1\ IE <g ° r/aq

E <0 — ligado

, E > 0 — nao ligado B\/
e (lassicamente
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F689 Preparando a solugao do atomo de Hidrogénio

Aula 26 o
e Comecaremos com uma mudanca de varidveis em

KA 1R e
[  2u dr? 2ur: 7] k(1) = B g, e(r)-

Para simplificar as contas, escolheremos ag e E; como unidades de comprimento

e energia.

=— e Ape=14/—

e Fazendo a troca de r para p, obtemos:
{ h? 1 d? n 0(0+ 1)Rh? e?
2uag dp®  2pagp®  agp

]Uk,e(f)) = Ey ok o(p)-

h? 4
e Lembre que ag = — e £ = ﬂ. Multiplique a equacdo por — 2ua? e divida
,LL€2 2h2 0
por A2 para obter:
: > L+ 1 e? a 2a2
: [d 2 ( 2 ) 2%_O+Ek,ﬁ Zzo}uk,e(p)ZO
g P P P
E S~~~ N——
2l it 1 ZM(h2)2_2h2_1
C‘)’&?Oa ag h? * pe? pet  Er
%> i 2 e+ 2 —
: _ - — g,
gt A movaequagio: {dpz 2 )‘kz,e] uk,e(p) =0 2 (-
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