F689 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
Aula 07 Conjugacio Hermiteana.

e Acao de um operador linear sobre um bra.
Antes, lembre que definimos na aula passada a acao de um operador linear sobre
um ket, ou seja, se 1) é um ket e A um operador linear, A|y) também é um ket.
Aplique um funcional linear ({¢|) nos A|y) para obter (¢|A|y). Note que esse
mesmo resultado seria obtido se aplicassemos a quantidade (¢|A em |¢). O que
nos faz concluir que (¢|A também é um funcional linear e .. na linguagem de
Dirac, trata-se de um bra. Dizemos que (¢|A € £, assim como (¢p| € E*.

Cuidado: (p|A <= A|p) um pode nao vir do outro!

A relagao que define (¢|A pode ser escrita por | ({(¢|A)|v) = (¢|(A|W)).

Que em palavras fica: O operador A associa a cada bra (¢| um novo bra (¢p|A
que quando aplicado em |¢) resulta em (p|(A[w)). Serd que essa relagao é linear?
Para ver isso, suponha (x| =A1{¢p1|4+A2{(p2|. Sabemos que ({x|A4)|y)=
o2 = (X[(Al9))= (A1 (d1]+A2(2])(A[Y0)) = Ar(d1](A[Y)) + A2 (2| (Al))) =
0&,0 = M (1] 4)[8) + Ao (2] A) ) = (Aa{d1|A+Da (2] A) )

8% S (A(dn][H+A2(@2]) A = A (@1 | A+ A (d2]A R

MAPLIMa  Estq qula se encontra no site: http://sites.ifi.unicamp.br/maplima/ e
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F689 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
Aula 07 e Comentdrios:

(1) Como ({¢p|A)|v) = (p|(A]Y)), daqui para frente usaremos (p|A|y).

((p|A — um bra, agindo

sobre um ket, da um ntmero

2) Cuidad d A#A d
(2) Cuidado com a ordem (¢|A # A(¢p| onde 4 A{¢p| — agindo sobre um ket,

da um operador. Até aqui

| sem sentido para nos.

e O operador adjunto AT de um operador A.
) A W) = AlY)

Até aqui temos ¢ ) Chamaremos o operador que transforma

Wl 2 (@] = (¥]?

(1| em (¢'| de | AT = operador adjunto de A.

) A ) = Alp)
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530, Ou seja, § ) — pode-se dizer que é a definicdo de AT.
o f _ S
1AL ] = it & @
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F689 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
Aula 07 ¢ Serg que esse operador AT é linear? Para verificar isso, calcularemos

(A (1] + Ao (tha]) AT
Para tanto defina A\ (11| + A2 (¢2| = (x| € note que (x|A"T <= A|x) (definicio).
Quanto vale |x)? Lembre da aula 4, slide 13, onde aprendemos que a passagem

|X) <= (x| é antilinear, e escreva: |x) = AT|¥1) + A5|¢2). Como A é linear,
Altpr) =[1)
Altha) = hg)
Esse ket corresponde ao bra Aj (1) ] 4+ Ao (4] = A1 (11 |AT + Ao (12| AT que mostra
Alpr) =[91) <= (1] AT = (4]

Alp2) =[¥5) <= (2| AT = (¥5]

e Uma propriedade importante, consequéncia de A|y))=|¢) < (p|AT = ('],

podemos escrever A|x) =7 A|Y1)+ A5 Alo) = AT|Y]) +A5|v5), onde {

que A" é linear. Note que usamos {

combinado com (¢'|¢) = (@[v/)} é |(|AT|p) = (p|Alp)*.

[+]

; e Tudo se passa como se 1)) = AJyp) = |AY) € £ = (| = (Ay| = (P|AT € £*.

d?%g? e Quanto vale (AT)T? Considere B = A com |[¢/)= A[y) <+ (/| = (¢| AT
Qoo ) ) &"’A A
maplima - (W1 = (@B & [¢')= Bl|y) = (AN gy - | (ah)' = A, ¥ | 3
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F689 Formallsmo de Dirac para a Mecanica Quantica
Aula 07
e (Quanto vale ()\A)

Para calcular isso, considere

(W1(A4) ) = (pIAAl)" = A" (plAlp)* = X (y|ATlp) = (p|r* Allp).

Como vale para V|p) e V|y), temos que necessariamente ()\A)T = \*AT.

e Quanto vale (A4 + B)T?

Para calcular isso, considere

(¥1(A+B)' — (A+ B)lw) = Alg) + Blg)) = ($]A + (| B = (4|(A" + B).
O que permite concluir que (A + B)T — AT + BT,

e (Quanto vale (AB)T?

Para calcular isso, considere
p) = AB|y) = A(B|¢)) = Alx) com |x) = Bly).
O bra correspondente ao ket |p) é (p| = (@b[(AB)T = (x|AT.
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%{’ Usando que (x| = (0| BT, obtemos (| = ()| BTAT e concluimos que
35%. (AB)" = BiAT. S, A
¥ 4

MAPLima



F689 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
Aula 07 o Conjugacio Hermiteana

AT é dito conjugado Hermiteano de A.
Resumo da notacao de Dirac § (¢| é dito conjugado Hermiteano de [v).

A* é dito conjugado Hermiteano de A.

E importante notar que a conjugacao Hermiteana muda a ordem dos

“objetos” do qual ela estd aplicada. Por exemplo:
.i.
(1) (Al))" = (W4T
(2) (AB)" = Bl A
(3) O que voceé esperaria de (]u><’v\)T7
Lembre que ()| AT|¢) = (¢|Alp)* e substitua A por (Ju)(v]), para obter

Wl (Juyl) o) = [l (Ju) (o] [)] = (ul i) o) = (bl uulio) = (] (Jo) u) L)

O que permite concluir que vale (|u) (v])T = |v) (ul.
e Regra: Para se obter o conjugado Hermiteano (ou o adjunto) de qualquer

expressao composta de constantes, kets, bras, e operadores, precisamos:
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e reverter a ordem dos fatores. Note que a

335 trocar: < ) — (Y|

A — )\*; A— Al {
MAPLima W= 1)

L 5 . A
posicao das constantes é irrelevante. NS
¥ 5
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AF?837 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
s, Exemplo: Qual é conjugado Hermiteano de A(u|A|v)|w)(¥|?
A aplicagao direta da regra fornece: (A(u\A\v)]w)(M)T = ) (w|(v|AT|u)\* e
isso é igual & \*(v|AT|w)|[¢)(w|, com (v]|AT|u) = (u|A|v)*.

sdo operadores que respeitam AT = A

e Operadores Hermiteanos ¢ _ . . o
sao fundamentais na Mecanica Quantica

o Tsso implica em ($]Alg) = (W ATg) = (plAl0)*, ¥ |¢) e [4).
o Vale também escrever (Ap|p) = (Y|AT|p) = (1| A|p) = (Y| Ap).

o Exemplos:

(1) Serd que P = |1))(¢b| é Hermiteano? P = (j)(v|)" = ) (v| = P,

(2) Sera que o produto de dois operadores Hermiteanos é Hermiteano?

AT = A
Dados {BT _7 = calcule (AB)" = BTA" = BA e conclua:
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ggg (’ O produto de dois operadores Hermiteanos é Hermiteano, somente
sz se eles comutarem, isto € [A,B] = AB— BA =10

Qoo
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Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica

Aula 07 o Representacoes no Espaco de Estados
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Definic Escolher uma representacao € escolher uma base ortonormal de
efinicao
£ que pode ser discreta ou continua (e, em alguns casos, ambas).

Os kets, bras e operadores serao representados nesta base por nimeros. Com

(1) componentes de um vetor coluna para kets,
a designacao: ¢ (2) componentes de um vetor linha para bras e

(3) componentes de matrizes quadradas para operadores.

Benvindo ao mundo da dlgebra linear e dos cdlculos matriciais!

7 .
base discreta,

: . . , base continua,
e Para tanto, revisemos, na notacao de Dirac, os conceitos de < .
ortonormalidade,

e completeza.

o Bases discretas e continuas.

(

indice ¢ discreto
{lui)} — { ,
, . e enumeravel.
A base é um conjunto de kets < o )
indice @ continuo .

{lwa)} — { ;(.}é. 7

e incontavel.
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AF?S‘(?W Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
W85 o Relacdo de ortonormalidade. A base é definida de tal forma que seus kets

( (uj|u;) = 6;; — no caso discreto

respeitam { (wq|we) = 0(a —a’) — no caso continuo

| (uilwa) = (wa|u;) = 0 — na mistura discreto/continuo
o Relag¢ao de Completeza. A base ser completa significa que para V ket |¢),

|¢> = cz|ul> — no caso discreto
¢ sempre possivel escrever: = [da c(a)|wa) — no caso continuo
|¢> =Y. cilui) + [ da ce(a)|w,) — na mistura

= (ui[y))
onde — Substituindo isso nas equacoes acima, obtemos a chamada
£ C(a) - <wa’¢>
i .
E ) = D2, eilus) = S (wil)|us) = (O us)(wal) i) = 1[g))
%%o G% gﬁfﬁgiieig q define-se aqui o operador unidade: _1
5% - % ~
— [ da clalwa) = ([ da fwa)(wa) =10y b (@
MAPLima \ « a/\Fo ¥ | 8
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F689 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica
Aula 07 Mostre que no caso de uma base mista (discreta e continua), terfamos

1) = (3 ui)ur] + / dor g (ga)[1) = 1[4

(2
(. J
-~

I — operador unidade ou operador identidade em &.

(
Plluyy = 2o lui){ug| =1

o Isso permite escrever ¢ Py, y1 = [ dov |wa)(we| =1

| Piloi) gyt = 2o [vi) (uil + [ da|ga)(gal = 1

o Se {|u;)} ou {|wy)} formam uma base, Z i) (us| =1 e /doz lwea ) (we| = 1.

1

) = W) = >, Jui) (wilep) = 32, cilus)

§ E o caminho inverso?

g ) = 1) = [ da Jwalwal) = [ da c(a)|wa)

2
S s
%%%OE [da |we)(we| =1 = [ da we(x)wh (') = §(x — ')
&c)géa";’ » o Logo mais veremos que R

MAPLima Sl (s = 1= 3, ws(wyus (27) = 6(x — ') =& (9
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F689 Formalismo de Dirac para a Mecanica Quantica

Aula 07

o Interpretacao geomeétrica

Comentarios

Priuyy = 2, lui)(u;| é um projetor.

|u;) (u;| projeta |¢) na diregao |u;).

(a) Se a soma em 1% for parcial, o espago projetado £ é um subespaco de &.

(b) Se a soma for completa £ = £.

(c) Relacdo com R :

No espaco R> temos

€1,€2,€3

P, projeta em ¢€;

P5 projeta em €3

P1?7 = Ulgl

ou ainda, se U = v1€1 + V2€5 + v3€3, temos ¢ PotU = 1965
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P317 = 0353

{lui)}

Resumo

{lwa)}

(uilug) = dy (Wa|war) = 0(a — )

Shuul =1 [ dafwauwe =1

7

P, projeta em €5 e é razoavel que P + P, + Ps = 11,

=¥ 10
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Aula 07
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Resumo da notagao de Dirac (ate aqui)

Definimos:

kets: [1) — vetor estado.

bras: (| — funcional linear.

bracket: {p|y) = (¥|p)* — produto escalar.

Operador: A — A|) = [¢').

Elemento de matriz: (p|A|) — (¢|(A]Y)).

Operador sobre um bra: (p|A também é um bra, definido por
(ol A)[9) = (I(Al8)) = (p| Al

O bra associado ao ket A|t)) é definido por (1)|AT. O operador AT

é dito o adjunto de A = Al)) = |Ay) « (Y|AT = (Aq)).
Vale a relacio (| A1) = (Aplv) = (Y] Ap)* = (¥|A]p)".
Se AT = A — A é Hermiteano. Neste caso (p| A1) = (1| A|p)*.

Temos o suficiente para introduzir o conceito de representacao de um estado

fisico qualquer em um espago de estados conhecidos (uma base conhecida).

R
¥ 11
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AF?837 Representagoes no espaco de estados
uia
e A representacao de kets.

Considere uma base conhecida {|u;)}. Vimos que um ket de sua escolha

arbitraria poderia ser escrito com a ajuda do operador unidade por:

O conjunto de ni
v) = 1Y) = Z!uz (uileh) = Zcz-u»:,{ conjunto de mimeros

complexos ¢; descreve o ket.

Representaremos o ket nessa base por uma matriz coluna, dada por:

(01 \ ( (u1le) \

(uz|t)) : .
=1 : |= se base continua |[)=| c(a) |=| (wa|¥)
i (uilp) - -

i)\

Note que os numeros mudariam de acordo com a escolha da base. Nas

proximas aulas aprenderemos como mudar de uma base para outra.
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Representagoes no espaco de estados

e A representacao de bras.

Considere uma base conhecida {|u;)}. Vimos que um bra de sua escolha

arbitraria poderia ser escrito com a ajuda do operador unidade por:

(] = (I =D (lug)(us = Y cf(u] =

{O conjunto de niimeros
i i

Representaremos o bra nessa base por uma matriz linha, dada por:

Wl=(ctes oocf oo )=( Wlu) Wlug) - Wlug) ... ).

Se base for continua

(W= ... () ... )=( ... @|lwa) ... )

Note que os niumeros que representam os bras sao os complexos

conjugados dos numeros que representam os kets. A representacao

do bra nada mais € que a transposta da matriz que representa o

ket, sequida da conjugacao complexa de todos os elementos.

Como obter o bracket (1)) nesta representagao?

UUUUUUU

complexos ¢ descreve o bra.
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Representagoes no espaco de estados

e O bracket (p|)

Considere novamente uma base conhecida {|u;)}. Para obter o valor do

bracket nesta base basta fazer uso do operador unidade na relacao:

(o) = (pl|y) = {olus)(uily) =

)

Z by c; com {

Note que esse mesmo resultado seria obtldo pela multiplicacao de matrizes

(ploy = (b7 by ... bF ... )

e Representacao dos operadores.

All
A21

Ail

\

[
C2

C;

\

A12
A22

A12

)

/

continua (

b (a) ...

o)

Sabendo que A;; = (u;|A|u;), definimos:

Alj

Agj

\\",-
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Representacao do produto de operadores: AB

Sabendo que A;; = (u;

Aluj), e Bjj
(Au Ajo
Ao Aoz
A Ao
(311 B
By1  Bao
Bi1  Bio

(u;|Bluj), represente cada operador por

Alj
Agj

y

O produto AB = 1A1B1 = Z |u;i)AieBej(u;| fica representado por

AB =

\

All
A21

Ail

A12
A22

A12

i7€7j

Alj
Agj

Blj
ng

=¥ 15
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