AF?S‘(?M Revisao e perspectivas para os proximos capitulos
ula
e No inicio da aula de hoje faremos uma revisao dos conceitos basicos da
mecanica quantica apresentada no capitulo 1 (coisas ja vistas em F589),

fazendo uso de aplicativos/animagcoes encontradas na internet.

e Daremos atencao especial ao experimento de dupla fenda de difracao e

interferéncia obtido com um feixe de fé6tons e com um feixe de elétrons.

e Na segunda metade da aula iniciaremos o capitulo 2 que apresenta as:

Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica.

e Assim, comeca hoje a apresentacao de um formalismo bastante elegante,
introduzido por Dirac no inicio do século passado, sobre uma das teorias

cientificas mais bem sucedidas da humanidade para descrever a natureza.

5
§ e Primeiro, na segunda metade desta aula e na aula seguinte, faremos uma
2
33, G§ revisao rapida sobre funcoes de onda, produtos escalares, bases de funcoes,
%g%%gga = operadores, etc. da Mecanica Quantica de Schrodinger.
Qoo &"’A A
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aula 04 ¢ Comecamos por definir o espaco de funcdes de uma particula:

W (7, t)2d3r{

a probabilidade de encontrar a particula no

instante ¢ e no volume d°r = dxdydz no ponto 7.

e Por razoes fisicas (particula precisa estar em algum lugar), queremos que
esta probabilidade satisfaga / (U (7,t)|*d>r = 1, ou seja as funcdes precisam

ser quadraticamente integraveis.

e Isso define um conjunto de funcées do tipo L? que tem estrutura do espaco de
Hilbert.

e Funcoes continuas e diferencidveis sao as fisicamente aceitdveis. Chamaremos

esse conjunto de § = um subespaco de LZ.
A estrutura do espaco §
a) § como um espaco vetorial
Se W1(7) e Uy(7) pertencem a § = V() = MU (7) + A2Wo(7) € §. Para V A4
e Ao, numeros complexos. Para ver isso considere
()] = MU (P + P[P (F)]F + A AP (7)o (F) + M AT (7) 5 (F)
553 e note que os dois ultimos termos téem o mesmo maodulo, isto é:

MDA W7 = ST (PR3 = el (P B
MAPLima 7 12
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Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
e assim escrever

1T ()2 < AN PIT L)+ [ X2)?[ T2 (F)]? + N AT (F) T (7)| + [MAST (7)) 3 (7))

7

e (A2 < IMPIEL(A) P+ Aol *|Wa (7] + [Ax]|A2] 21 (7)|[Wo (7))

< W (P2 + [Wa ()]
Se for menor mesmo, é possivel escrever
U (A2 < IMPOLF) P+ AP 2 (7)) + Xl A] (91 (F) 2 + [P (7))
Como todas as funcoes do lado direito da desigualdade sao quadraticamente

integraveis, concluimos que o lado esquerdo também é.

Para perceber que 2|W; (7)||Uo(7)] < [¥1(7)]? + [¥o(7)|?, use que
—» 1) 2 —» —» — —
(121 (P = [T2(7)])” = 0= [T1(F)]* + [T (P)|* — 2|1 (7)][T2(7)| = 0
e WL (F) [P+ [Wo(F)]7 = 2[Wy (7)][W2()

b) Produto escalar em §

sepefeyedl
(p,9) = /d?’rqb*(f’)tb(ﬂ entao, a quantidade

(¢,1) converge S o
¥ 13
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aula 04 Propriedades do produto escalar

*

0 6.0) = [ o @) = [ [ dro@o)] = w0y

(@, A\1901 + Aath2) = A1 (@, 1) + A2(9, 1p2) = linear
(ii) vale

(Arth1 + Aath2, @) = AT (91, @) + A5 (42, ¢) = antilinear

(iii) Se (¢,9) =0 = ¢ e 1 sdo ortogonais.

(iv) (a0, 4)) = / d>r * (7)(7) = real, e é zero sé se () = 0, Vr.

§ (v) v/ (¢, 1) = norma.
3
P el (vi) Desigualdade de Schwarz: |(11,%2)| < v/ (¥1,91)V/ (102, 12)
o3 (Pia
Tz
e a demonstracao desta desigualdade estd no proximo slide A

%® |14
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
Aylla 04 Para demostrar a desigualdade de Schwarz, considere ¢ = 11 + Ao, € escreva

(@, 0) = (1, 91) + A1, ¥2) + A (Y2,91) + AN (2,92) > 0 e escolha (vale)

A= — EZQ’ Zli Note que o segundo e terceiro termos se cancelam, e obtenha:
2, P2
() = ORI 0 (10 (0, 02) 2 (0,0 ()

que pode ser invertida para (11, %2) (2, ¥1) < (¥1,¢1)(¢2, ¢2). Como os

termos sao reais positivos, podemos tirar a raiz e obter:

(1, 92)| < (1, 91)V (2, 92)  c.q.d.

c) Operadores Lineares
Definicao 1: A é um operador se, dado ¥ € F — Ay(r)

' (7), onde ¢'(7) é

uma funcio que pode néo ser LZ.

Definicao 2: A é um operador linear se
A1 (7) + Ao (F)| = AL A (7F) + Ao Aeha(7)

H’QD(ZIS‘, Y, Z) — ¢(—$a —Y, _Z)
3. Ezemplos de operadores: ¢ X(x,y,z) = z(x,y,2) — pode ¢ F.
%) Dyp(a,,2) = S0(w,9.2) > pode ¢ 5.

Qo0
: : . : b A
Muitos outros operadores lineares serao definidos durante o curso! §"’é 15
o
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AF?S‘(?M Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
ula
Produto de operadores: ABy = A(By(F)) = A¢(F) onde ¢(F) = By(F)

Em geral AB #+# BA
o Definimos o comutador de A com B por [A, B] = AB — BA

o 0 oY(r oY(r
Note que [X, DoJi(F) = (20— )or) = « "0 () 200 — ()
0 que permite concluir que [X : Dx} = —1
Bases othogonais discretas em §
a) Definicdo:
(’LL1 €S
up € §
Considere um conjunto de fungoes de § (enumeravel e contavel) <
(u; €F

—

Dizemos que o conjunto é ortonormal se (u;,u;) = /d?’ruf (P)u; (T) = 044

s i i
onde §;; = { P 46 delta de Kronecker. {u;} é uma base

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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&%8’;0 . — 2\ — (1
332 (um conjunto completo) se V ¥ (7) € § — ¥ () = Z ciui(T). A, A
A ".}'. 16
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
oy b) Componentes de uma funcao de onda na base {u;}

(o) = (uj, Y ciwg) = Y cilug,w) =Y eidy = ¢y

ouseja |¢; = (u;, V) = / d*r uX(7)Y(7) | — integrais de “recobrimento”.

Comentarios:

—

o Observe estrutura vetorial v = g v;€; onde v; = €; - U
i

o A mesma funcao pode ter componentes diferentes em bases diferentes.

o Nas préximas aulas representaremos operadores na forma de matrizes.

c) Produtos escalares em termos das componentes {u;}

primeiro note {i((?) z %7’212’52) e calcule (¢,v) = Z biu;, Z cju;)

para obter (¢, 1) = Z bici(u;,uj) = becjéij = becz-

Observe que (¢, 1) = Zc Ci = Z ‘CZ‘Q

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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%o Note estrutura vetorial U:szez, W= Z’wzej — V- W= szwz N Y
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F689 Ferramentas Matematicas da Mecanica Quantica
oy d) Relagao de Completeza de {u;}

= Y i) = S w)uit) = 3 [ [t o i)
que pode ser reorganizado na forma

-
/

wle) = [ o) [ S wui ()] = [ a o)

7
O que permite reconhecer F(7,17) = §(F — r’) — delta de Dirac. Assim a

relacao de completeza pode ser escrita na forma:

Zuz —5(7“— )

Comentéario
o Se {u;} é uma base, a relacao da caixa azul é satisfeita. E se a relagao da

caixa azul for satisfeita, serd que podemos concluir que {u;} é uma base?

— — —
/ / /

Sim, basta escrever: ¥ (7) = /d3r’¢('r )O(7 — r') e substituir a d(7 — r’)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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<9§° %, com auxilio da caixa azul e concluir: () = Z ciui (7).
1 ¢‘\’
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