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Observaveis que Comutam

Se duas observaveis A e B comutam, podemos construir uma base
Teorema III: ¢ ortonormal comum do espaco de estados, autokets de A e B, com

autovalores a de A e b de B.
Demonstracao:

. - n=1,2...
Como A é uma observavel, temos A|u’)=a,|u; ) { 1
i=1...9n

A matriz que representa A é diagonal. Como seria a matriz que representa B na

© <UMU%’/> — 5nn’5z’i’

base {|u’)}? Sabemos (teorema II) que (u’ |B|u’,)=0 se n#n’, mas em principio,

~ / . ./
nao sabemos o que acontece quando n =n’ e i # 1¢". Que tal?

gl 82 83 51 52 53
1 2 1 2
uy) Ju1) |u2) |us) jur) uy)  uz) |us)
<”U,% ( an 0 0 0 ce \ ( B11 B12 0 0 ce \
<’UJ%| 0 aq 0 0 ce Bgl B22 0 0
<U2 A = 0 0 as 0 ce B = 0 0 b2 0
<’LL3 0 0 0 as ... 0 0 0 b3
¥ ]
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F689 Observaveis que Comutam
Aula 10 Demonstracao (continuacao):

Primeiro, um outro exemplo: um espaco de cinco dimensoes com o espectro de A
dividido entre um valor bi-degenerado e outro tri-degenerado. Neste caso teriamos

81 82 51 52

7\ 7\ 7\

Jug) [ui) fug) [uz) fu)

(ui] (al 0O 0 0 O \ (BH Bis 0 0 0 \
(u? 0 ag 0 0 O Byy By 0 0 0
(uldl A= 0 0 az 0 O B = 0 0 Bsz DBsy Bss
(u%\ 0 0 0 an 0 0 0 B43 B44 B45
(ud \ 0 0 0 0 a ) \ 0 0 Bs; Bsi Bss )

Observe a estrutura bloco-diagonal de B. Se diagonalizassemos B, os blocos
misturariam? Nesta nova base, o operador A deixaria de ser diagonal?
£ A resposta é negativa para ambas as perguntas. De um modo geral, a matriz B,

em uma base que diagonaliza A, é bloco diagonal e isso permite separar em

(1) a,, é nao-degenerado, g, =1 .. |u,) é um autovetor comum a Ae B.
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%ss-.,  dois casos ) o
0% (2) a, é degenerado (degenerescéncia g, ). O bloco que W

MAPLima

~ , . . W
| representa B, em geral, nao é diagonal. - 2
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Observaveis que Comutam
Demonstragao (continuagao):
Ja sabemos que se, |u,) € &, = Blu,) € &, (globalmente invariante com respeito

(”)* — 5(")

a acao de B) e que ng) = (u’|Blul), com i i

Como os blocos nao se misturam no processo diagonalizacao, ache novos kets
dn

o) = D cilu),

i=1
para cada bloco, tal que (v*|Bv!) = Bi(n)db-j seja diagonal, isto é
Bluy,) = B, |0},).
Como a base original era completa (autokets do operador Hermiteano A) e a nova

é apenas uma “rotacao” nos subespacos &,, a nova base também é completa e ..

diagonaliza, simultaneamente, A e B, dois operadores Hermiteanos que comutam.

Comentarios
Alul, ) = anlul, ,) i — degenerescéncia do par
e Daqui para frente com { n — a, autovalor de A
Bluy, ) = bylul, ) p — b, autovalor de B
R
¥ 3
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F689 Observaveis que Comutam
Aula 10 Comentarios (continuacdo)

e O reverso do teorema III: Se existir uma base de autovetores comuns a A e B,
estas duas observaveis comutam. Para ver isso, note que
i\ i\ i
AB‘un,p> T pr‘un,p> T bpan‘“’n,p%
i\ i\ i
BA‘un,p> - a’nB‘un,p> T a’nbp‘un,p>7
e subtraia estas equacoes para obter

(AB — BA)|ul, ,) =0 — [A, BJul, ,) =0.. [A,B] =0

e C=A+Bcom [A,B]=0
Aplique C' em um elemento da base que diagonaliza simultaneamente A, e B,

e obtenha
Clu, ) = (A+ B)uy, ,) = (an + bp)|us, )

n,p
Assim, como {|u, ,)} é uma base completa, todos os autovalores de C' sao do

tipo ay, + bp.
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e Estamos prontos para definir um conceito bastante tutil, diretamente ligado a

3% processos de medidas: Conjuntos Completos de Observdveis que Comutam.
3% W

MAPLima Va¥ 4
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Fé89 Conjunto Completo de Observaveis que Comutam (CCOQC)

AUIa |0 ) ) , ~ \ /.
e Se Aluy) = a,|ul) e a, é nao-degenerado, cada a,, corresponde a um inico

ket |u’) e ela (A) representa por si s6 um CCOC.

e Se Alu;) = a,|ul) e a, é degenerado, cada a,, corresponde a g, kets com
este autovalor. Nestas condicoes, escolnemos uma outra observavel B, com
A, B] =0, e construimos uma base ortonormal de autovetores comuns a,

A e B. Por definicao, A e B, forma uma conjunto completo de observaveis

que comutam se, para cada par a, e b, existir apenas um vetor (a menos de

um fator de fase). Isto exige que o par {a,,b,} seja nao degenerado. Isso

ocorre se em &,, subespacos onde a,, ¢ degenerado, os autovalores de B nao
: : . i\ i <

sejam degenerados, isto é Bluy, ,) = by|u, ,,), e b, nao é degenerado para um

dado n (mesmo que dizer que os b, sao diferentes dentro de &,,).

e Se para um par {ay,b,} existem kets nao colineares (mais de um), o conjunto

{A, B} nao forma um CCOC.
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35-, o Encontre C, tal que [A,C] =0 e [B,C] = 0. Note que C sera bloco diagonal.

e Os blocos de C' sao definidos pelos kets do subespaco &, . §“’$
MAPLima TP il

UUUUUUU



F689 Conjunto Completo de Observaveis que Comutam (CCOQC)

A0l Os kets do subespago &, , sao autovetores |ufl,p> que possuem simultaneamente

autovalores a,, e b, degenerados.

C é Hermiteano e globalmente invariante dentro do subespago &, ,. Diagonalize
C' dentro deste subespaco.

e Se especificando a trinca {a,, by, ¢, } todos os vetores estao unicamente definidos
(a menos de uma fase global), entao {A, B, C} formam um CCOC.

e Se nao, ache D que comute com A, B, e C...

Resumindo

O conjunto {A, B,C, ...} € dito CCOC, se:

o todas as observaveis comutam aos pares, [A, B] = [4,C] = [B,(] = ... =0.

o ao especificar os autovalores de todos os operadores determina-se de forma

unica (a menos de um fator de fase) os autovetores.
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52,
C%g,g’ e O que equivale dizer: {A, B,C,...} é um CCOC, se existir uma tnica base
Qo

ortonormal comum a elas. A
¥ 0
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F689 Conjunto Completo de Observaveis que Comutam (CCOQC)

Aula 10 ) , .
¢ R Ainda sobre CCOC - comentarios

o Se {A,B} é um CCOC, {A, B,C} também é um CCOC. Em geral ficamos
com o minimo.
o Se {A,B,C,...} éum CCOC, uma boa notagao para o ket seria: |ay, by, ¢, ...)

o Para um dado sistema fisico, existem varios CCOC’s, como veremos a seguir.

e Dois exemplos importantes de representacoes e de observaveis.

o Esses exemplos tém conexao direta com o espaco § de funcoes. Lembre que

o Com isso, construimos &7 : um espago de estados de uma particula (sem spin).
o Para cada fungdo de onda de Schrodinger de §, associamos um ket estado [i))

de 57-:.
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355 o Preservamos a relagao entre espagos {(p|y) = / dr ©* (P (7).
¥ | 7
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F689 Representacao das coordenadas e dos momentos

Aula 10 -
e As representacoes 7 e p.

& (7) = 8(F — ) = lime_0 £ (),
Lembram da bases?

Upo( ) ( )_3/26%23»0‘_’ = limy Uz(?f) (7?)7

faremos a seguinte associagao (7 e py tém trés indices continuos cada)
Er +—— 3§
7o) = & (7)
Po) = v (7)

e Ortonormalizacao

Folrs') = / Pr &4 (M (7) = (7o — 1)

e Completeza

/d37“0 ’7?0><770| =1
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AFGI’S?O Representagao das coordenadas e dos momentos
"% "7 o Componentes de um ket |40) nas bases {|7o)} e {|po) }

o Para obter as componentes na base {|r)}, use seu operador unidade:
) =10} = [ dro R)rolu) com (rolu) = [ d*r &, (M0(F) = w(ro).

o Para obter as componentes na base {|pp)}, use seu operador unidade:
) = 1) = [ o (o) (Golw) com (Gol) = [ dr v, (07) = b0

(To|v) = ¥ (rp) é a componente de |¢) na base {|rp)}
onde

(Polth) = 1(po) € a componente de [¢)) na base {|po)}

e Caso 1: |¢) = [po)

] (Tow) = (FolPo) = v, (7o) = (2mh) 3/ 2enPoTo

8

;

st
o9, g e Caso 2: ’¢> = ‘fr_él>
2 (P2
S

8%’0 — — —/ - = Ny \"i
MAPLi (oY) = (Tolro’) = & (70) = 070 — 70) e
Ima :




AF?S?O Representagao das coordenadas e dos momentos
ula

e Uma pequena mudanca de notacao. Usaremos <

e |7) =|z,y,2) — 3 indices continuos
® |p) = |pz,py,P2) — 3 indices continuos
e Lembra do operador unidade Z u) (ui| = 17
i
Como seria esse operador na representacao das coordenadas? Isto é, como seria
o elemento de matriz deste operador entre |7) e |7')? Basta calcular:
A sl ) [7) = (0 = D (P ) = 87 - ),
i

mas essa é a conhecida expressao
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(P

53 w; (Muy(r') =6(F — 7'

. 3w ) = 8- ) - -
=¥ 10
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Representacao das coordenadas e dos momentos

O produto escalar de dois vetores na representacao das coordenadas.

Use o operador unidade da representacao para obter:

(oI} = (ol L1) = (ol ( /d3r A ) = / BB (|7 (7 = / Br o* (F(F)

O produto escalar de dois vetores na representacao dos momentos.

Use o operador unidade da representacao para obter:

(olt) = ([T ) = (g /d3p () ) = / & plo|F) (F1) = / &p 5

Mudanca de representacao 7 < p.

(rlp) = (p|r)* = (2wh)_3/26%ﬁ"? = terd papel especial.

(P)¥(P)

Suponha que vocé conhega (pl|y) = ¥ (p) e queira calcular (7]ip) = (7). Use

o operador unidade — (7]1)) = (7 (/d3p \ﬁ}(ﬁ\) 1) = (27rh)_3/2/d3p et

P(7)
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Representacao das coordenadas e dos momentos
Mudanca de representacao 7 <> p (continuagao).
(rlp) = (p|m)* = (27771)_3/26%5'7? = tem papel especial.
Suponha que vocé conhega (7’| A|7) = A(7',F) e queira calcular (p”|A|p)=A(p", p).

Use o operador unidade — (p” A\ﬁ}z(ﬁ’\(/dgr’ ]F’){F’\)A(/d% ™) (7]) |p)
7'AIp) = / d%] &r (7P (7| AR (Fp) = (2rh) 3 / d%] dPre 1P T TRPT AR,

O vice-versa é direto:

(VAL = [ [ (") | AW 517) = ()= [ [ #7777 A ),
Os operadores B ¢ P. Comecemos pelo R.
Definicdo: [¢') = X|), onde X é uma das componentes de R = (X,Y, Z).
Na representagao |7), temos (71¢') = (FIX|¢) = (rlyh) . ¢'(7) = z3p(F).

(M X|Y) = 2(Tp) = (z,y, 2| X|Y) = 2(z,y, 2|Y)
Assim temos: ¢ (FY|y) = y(FlY) — (z,y, 2|Y |¢) = y(z,y, 2|¥)
(F1Z1p) = 2(Thp) = (x,y, 2| Z|¢) = z(z,y, 2|Y)

Exemplo de uso: <90\X]¢>=<90!</d37“ |7)(F1) X [) /dg”"SO (7w () \\“, -
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Representacao das coordenadas e dos momentos

e Os operadores ReP. Agora o P.

Definicdo: [¢') = P,|¢)), onde P, é uma das componentes de P = (P, P, P,).
Na representacao [p), temos (ply)’) = (P P:|v) = po (PlY) .. ' (P) = p=¥ ().
<ﬁ|Px‘¢> = pzz:<ﬁ|¢> — <px7pyapz’Pa:|¢> = px<px,py>pz\¢>

Assim temos: ¢ (p| Py (V) = py(PlV) = (Pzs Dys D= | Py|) = Dy Pz, Py, P=|V)
(P|P.|v) = ppl) = (Pa, Py, P=|P:|) = po(ps, Py, P21)

Como serd que P age na representacao |r)7

(PP ) = (71 [ d% [7) (71 Pu i) = / B (Fp)pa (Pl0) = (2mh) %/ / & AP, B ().

Note que isso poderia ser escrito da seguinte maneira:

(1P lv) = 5 - (2> [ dP70)] = 22471 (@ 9y aTw) = 5 5 (710,

— h —
Aqui nasce uma relagdo muito util: | (F|P|y) = =V {(r|y).
i

Como ficaria {(p|P;|®) na representacao das coordenadas?

(6lPl) = (ol [ 7 FIPLI0) = [ (oI} 50100 = [ o <f>@w<f>.
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AF?S?O Representagao das coordenadas e dos momentos
ula

e Quanto seria (7|[X, P||¥)?

(FIX. ) = (FIX P, — PoX[) = 2(FIPafo) — & (X |s) =
= o2 i) 2 D o) = i) - (X, B] = in

e Contas semelhantes podem ser feitas para (7|[R;, Pj]|¢), com R, = X,Y, ou Z
e P; = P,, P, ou P,. Encontraremos com isso as chamadas relagoes canonicas

de comutacao, dadas por:

([Ri,R;] =0 (iouj=1—2
iouj=1,23¢[P,P;j]=0 com {iouj=2-—y
\[Rz,PJ]:zh(Sw \’L'OU.]':S%Z

e As grandezas fisicas na Mecanica Classica costumam ser escritas em termos de

—
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3509
Qo5
o
3% 5 . = : A e
o e P, e a algebra de comutacao acima sera muito util. A
MAPLima %® |14
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7 e p. Aprenderemos a relaciona-las com operadores da Mecanica Quantica, R



AF?S?O Os operadores de posicao e momento sao Hermiteanos
uia — —
e R e P sao Hermiteanos.

o Mostrar que o operador posicao é Hermiteano é direto. Calcule:

(#lX10) = [ o) = | [drur @em)] = WIXle) = (X0

o Para mostrar que o operador momento é Hermiteano, siga estratégia semelhante:

(PIPo) =1 " ()3 o 0l) =[P 52 [ (0] [ [ 2" (] ()=

(elPol) = [dydz 3L @[+ [ar [ S e] w(

\

pois uma das duas serd zero para r = £00.

o))" = W|Pele)* = (el P 19)

53 Y
(4

o,
(elPatv)=[ [ro (3 5

note que o foi essencial!

e Autovetores de R.

- =

<77‘X’7?0> = IC(F‘F@> = 5135(7“—7“0) = .IQ(S(F—??()) = [I?()<77
")
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53, X
Cc%g)g’ Como vale para Vi = X|rp) = xo|70) .. { Y|F) = y|7)
Z z
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F689 Os operadores de posicao e momento sao observaveis

i e Autovetores de P.

(P|PelPo) = pa(P[Po) = P=d(P—Po) = P00 (P—Po) = Po. (P |Po) = (P'|po.|Po)

Px’ﬁ> :px’ﬁ>
Como vale para V9 = P.[po) = po.|Po) .. § Py|D) = pylD)
Pz’ﬁ> :pz‘ﬁ>
Comentarios:
e, hO ewbT en P
Not P,p)=—+=(T|p)=— = Dz — Pz
o Note que (7| P;|p) 8;C<T D) i O @nh)2 p (2rh)3)2 P2 (7'|D)

[&r |7)(F|=1
o Note que R e P sdo observaveis, pois [&p |p)p| =1

e ambos sao Hermiteanos.

o Note que zg, Yo, € zg autovalores de X, Y, e Z determinam de forma tunica
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o autovetor |7y ), .. o conjunto de trés operadores X, Y, e Z formam um
%%o O CCOC em &z.
(o T
900 . N Y
MAPLima © O mesmo pode-se dizer sobre Py, Py, e P;. ¥ 16
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