F689 Oscilador Harménico Simples (OHS) 1
Aula20 o () potencial de um oscilador harménico em uma dimenséao é dado por ikaz

Tal potencial gera uma forca f, = ——— =

A% {Uma forca de restauracao.
. —kx

Sempre atrativa para xz = 0.

e (ual é a solucao na mecanica classica?

r.:c(t) = X, cos(wt — ) — a particula que em ¢t = 0 estava em
d?x . : Loy : :
m—z = _kx { x(0) = z,, cos p, com velocidade ©(0) = x,,w sin ¢, oscila em
t
uma trajetoria linear, com freqiiéncia angular w = %
\

e Na mecanica quantica, além de ser uma boa descricao para qualquer fundo
de poco (primeiro termo diferente de zero em uma expansao de Taylor), a
ferramenta quantica que desenvolveremos (operadores de criagao e destruicao)

serd 1til nos itens d), e), e f), abaixo.

(a) espectroscopia molecular,
b) cristais e outras estruturas no estado solido,
c) estrutura nuclear,

e Sua importancia { d) particulas idénticas e teoria de campo,
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e) Otica,
)

3% {) mecanica estatistica, A A

MAPLima L g) etc. Além de ser simples e pedagogico. e
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Alguns aspectos importantes do Oscilador Harmonico Simples

Aula20 o Definicdo dos pontos de retorno cldssicos.
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o Em rxr==+zx,, {

x(t) = x,, cos(wt — ) tem seus maiores valores absolutos em + z,,, quando
cos(wt — ) = +1 — (wt — ) = nmw. Note que nesses pontos, as velocidades

se anulam, pois #(t) = —x,wsin(nm) = 0. A particula, quando se move no
sentido contrario a forca, vai diminuindo sua velocidade até parar. Em seguida
ela retorna, aumentando sua velocidade no mesmo sentido da forca até atingir
a posicao x = 0. Apds esse ponto o processo de repete. Os pontos de parada,
+ x,,, sao conhecidos por pontos de retorno classico. Um grafico de energia

mostra isso mais claramente.

V() E=T+V =mi*/2+ kx?/2
t) = T t—
onde :1:( )= COS(C_U ?) e k = mw?
F""'E""? t(t) = —zpwsin(wt — )
i 1 1
i i Assim F = §m(—xmw sin(wt — ))? + §k(xm cos(wt — ¢))?
1 1
i ; L, L 9 2
—Im TTm Isso fornece E = ikxm = MW, (constante no tempo).

o Fixando E podemos achar os pontos de retorno classicos.

T(t)=F é maximo. “a¥ | 2
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V(z)=F é maximo, Frn o0 {V(x) =0 é minimo,

T(i)=0 é minimo.



F689 Alguns aspectos importantes do Oscilador Harmonico Simples

Aula 20

e Uma aprorimacao razodvel de potenciais com estrutura de minimo.

A figura mostra uma possivel curva de potencial de uma molécula diatoémica.

Para x — 0, os ntcleos se repelem fortemente e para x — oo, a molécula

dissocia. Ao redor do ponto de equilibrio, xg, é possivel aproximar a curva

real por uma parabola. Os niveis vibracionais, proximos do fundo do poco

V(z) desta molécula, podem ser obtidos nesta
5 aproximacao. De um modo geral podemos
- V)=V v
‘I escrever: V(x) =V (xg) + g P (x — xg)+
I\ o 1 2V 0 (ponto de minimo)
LA , e 1 RY: N RY
\ i e + 51 drZ ’x:xo (x —x9)” + ... xa+blx — x)
\ A Viag) e b 1d2V‘ -0 (mfnimo)
com a=V(xg) e b==-——= minimo).
\ 4 0 2 dx? 'v=o
< E, F----Sate d’z
g A equagao de Newton fica m— s = —2b(x—x0)
8
1@V, o |
- g comw = d;z:2 m_xo. Esta estratégia é geral e pode ser aplicada
95; E
Cc%gg’z para qualquer poten(nal que tenha um minimo local. Além disso, na mecanica
99°  quantica, ela cria bases lteis para o problema real. \\V" 3.
4.\

MAPLima

UUUUUUU



F689
Aula 20

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

©)

©)

Oscilador Harmonico Simples (OHYS)
Uma solucao trivial do MHS, sequndo a mecanica cldssica.

d?x

t) =
A solugao mais simples de m— =—k(x—xq) é {x( ) = X

at? #(t) = 0

Ela representa uma particula eternamente em repouso. A mecanica quantica nao

aceita tal solucao, pois ela violaria a relacao de incerteza (neste caso AzAp=0).

Propriedades gerais da Hamiltoniana da Mecanica Quantica.

—~ X P2 1
v a Hamiltoniana fica: H = — 4+ —mw?X? com w

Fazendo a troca
p— P 2m 2

| k
igual ao valor classico, w = 1/ — — k (da lei de Hooke) e [X, P] = ih.
m

A equacgao que define os estados estacionarios H|p) = E|p) pode ser escrita

odr 1
na representacao das coordenadas | — o T2 Emw2x2]g0(x) = Fy(x).

Particula prisioneira, .. espectro discreto. Sé energias especificas satisfazem
as condigoes de contorno. E > 0 (sempre maior que o fundo do pogo).

As autofungoes tém paridade bem definida p(—x) = +p(x). Isso porque a

s . Ay
Hamiltoniana é par na troca + — —x (ver complemento F,). ¥ | 4
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Oscilador Harmonico Simples (OHY)

Autovalores da Hamiltoniana.

: : . X = e X
Comegamos definindo dois operadores auxiliares ¢ ~ 7 P
— Vmhw
Quanto vale o comutador [X, P]?
NI mw 1 X,P| ik
AR v i T
Como fica H em funcao de X e P?
P2 1 Ao o 1 hoo P? 4+ X?
H='" 4 mwrx?=""p2, “p2 U g2 g, AT
2m 2 2m 2 mw 2
| . P2+ X2 . _
Isso permite definir H = — e reduzir nosso problema para a equacao de

autovalor H|p!)=£,|0") (i é necessdrio, pois ndo discutimos degenerescéncia.)

Operadores de criacdo (a'), de destruicao (a), e contador (N = a'a) de quanta.

_ 1% it ~ 5
a=—=(X+1P . P24+ X? Ao
Definicao \/51( . A) cuidadoH:;;éaTa, pois [ X, P| = i.
aTET(X—zP) 2
2
1,5 -1 . - P24+X? (XP-PX) . 1
T = - P — ; _ s AW
a'a=—(X —1P)— (X +1P)= + 17 =H — -. AW
(X —iP) (X +iP)= 2 ;& @
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Oscilador Harmonico Simples (OHYS)

o Autovalores da Hamiltoniana (continuacgao).

Com isso temos H = aa + % e H = hw(aTa + %) = hw(N + %) onde N = a'a.
Note que [N, H]=[N, H]=0 e que se houver degenerescéncia no espectro de H,
nem H, nem N podem quebré-la. .. se resolvermos N|¢!)=v|¢!), 0 problema
estard resolvido, pois H |l ) = hwé,|¢l) = hw (v + %) "), sendo que o indice i
continua mantido para permitir degenerescéencia.

Como (aT)T = a, N é Hermiteano, pois NT = (aTa)T = aT(aT)Jr =afa = N.
()
2

X, P = (i) —

: (+i) = 1.

[a,aT]:§[X+¢P,X—¢P]:%[P,X]

- ~ 1
Mostre que se tivéssemos iniciado a discussio com aa', obterfamos H =aa' — 3"

Serd que N comuta com a ou com a'?
[N.a] = [a'a,a] = a'[a,a] + [at,d)a = —a
[N,a'] = [a'a,a’] = a'[a,a'] + [a',a']a = a'.

Veremos que estas duas propriedades de comutacao de N permitirao

obter o espectro do OHS sem precisar resolver a equagao diferencial.|g &

UUUUUUU



F689 Oscilador Harmoénico Simples (OHS)
Aula20  Autovalores da Hamiltoniana (continuacgao). Lemas:

Sobre os autovalores de N.
e Lema 1: os autovalores sao positivos ou zero.
Considere |¢") tal que N|¢",) = v|p’). Quanto vale o o quadrado da norma
de alp;,)?
lalel)||” = (ilatalel) = (WLINIQL) = (pilvlel) = v >0
O que demonstra o lema: os autovalores de N nao podem ser negativos.
Sobre a|¢’,).
e Lema 2: se {VO_MLSO’Z).O .
v>0—= N(alg,)) = (v —1alg)
o Vimos no lema 1 que Ha!gpi H2 = v. A norma ¢ zero s6 se o ket for o keto nulo,
. ale’) =0 se v=0. Note que se alp’)=0= alalp’) =0.. N|p,)=0|¢").
Com isso aprendemos que |¢}) é autoket de N com autovalor 0.
o Vimos que [N, a] = —a. Aplique isso em |¢ )para obter:
[N, allg,) = —alg,) = Nale,) = aN|g,) —alg;) = (v — 1)alg;,), ou seja

53 Nalg') = (v —1)alp) = a|p’,) é um autoket de N com autovalor v—1.
Qoo N—— N—— ——~ \", AN
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F689 Oscilador Harménico Simples (OHS)
Aula 20 Autovalores da Hamiltoniana (continuagio). Lemas:

Sobre a'|¢?).

a'|¢?) nunca é zero
e Lema 3 o
a'le?) é autoket de N com autovalor v + 1

o Para a primeira parte, calcule HaT\goy H (¢ laa’|p’) = (|1 + a'ale’)
[a,al] =1
Isso fornece Haﬂgpi)”z = (" |14+ N|¢-) = (v +1).Como v >0 — v+1 > 0.

Norma diferente de zero permite concluir que a'|¢’) nunca é zero.

o Vimos que [N,a'] = a'. Aplique isso em |¢° )para obter:
[N, a'llpy) = alle}) = Nallel) = a'Nlg}) + all@)) = (v + Dal|p}), ou seja

§ Na'lp!) = (v+ 1D allpl) = allp!) € autoket de N com autovalor v + 1.
: ——  ————
> % autoket autovalor autoket
3%5s A partir das propriedades de a|¢’) e a'lp!) estamos prontos para W

4.\' 8

UUUUUUU

MAPLima  calcular o espectro do OHS.



F689 O espectro de N € composto de inteiros nao negativos
Aula20 o J3 vimos que N|¢!) = v|¢) com v > 0.

Suponha que v nao é inteiro, .. 3 n, inteiro, tal que n < v <n + 1.
Considere uma série de vetores {|¢"), al¢’), a?|¢"), ...a"|¢")} escolha p inteiro
com 0 < p < n e lembre que a?|p’) é autoket de N com autovalor v — p.
Aplicando a em ]@i}, p vezes, construimos a seguinte tabela:

f ~
Autovetor | Autovalor por construcao:

7
JT;”% 5 Z | v estd entrenen + 1,
a2| ot y—9 Note que ¢ p é menor ou igual a n,

. v—p>0eaP|y’) #0.
Vale também para p = n,

" He) | v-p+1 |
| pois v —n >0 — a"|y;,) # 0

aP|pt) vV—p

e Como n < v <n-+ 1,subtraia n dos 3 termos para obter 0 <v—n<1e

conclua a”|p} ) é autoket de N com autovalor v — n, entre 0 e 1. O que
obteriamos se aplicassemos mais uma vez o operador a? Um autoket de N

com autovalor negativo! Para evitar isso, basta exigir que v seja inteiro.
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Ou seja v nao pode estar entre n e n + 1, precisa ser um deles (n ou n + 1).

05 . . .
d§3°§o e Se v=n, terfamos a"|p’ ) oc|pl) . a™Tp! ) =0 = novas aplicacoes de\“, i

4.\' 9
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O espectro de N € composto de inteiros nao negativos
Considerando que o menor autovalor de IV é 0, e supondo que voce conhece um

dos autokets de IV, por exemplo, o ]go;a), como construir um autovetor de /N com
autovalor k7
Aprendemos que a”|p" ) oc|@y) #0, autoket de N com autovalor 0. Basta aplicar

k vezes o a'. Cada vez que aplicamos o a', o autovalor do ket correspondente

k .
fica acrescido de 1. Assim o ket procurado é proporcional & a' a™|¢?).
Finalmente podemos escrever o espectro do OHS quantico como solucao da

equacao

. . 1
Hlpy) = Eyl|py) com B, = hw(n + 5) en=20,1,2..

. 1
Note que a menor energia possivel nao é zero como no caso classico. E §hw.

Os outros niveis sao obtidos acrescentando um miltiplo de iw (que pode ser

definido como um quanta de energia).

N — contador de quantas de energia.
Interpretacao fisica ¢ a — aniquila ou destréi um quanta de energia.

a' — cria ou constréi um quanta de energia.

Essa interpretacao inspirou uma ferramenta para tratar particulas &“’A AN

.« 1A . , . , , Y
idénticas (férmions e bésons), com quantas trocados por particulas .. 10



F689 Degenerescéncia dos autovalores

o K Considere o estado fundamental que satisfaz a equacao

Hlpp) = —ﬁw|¢o> com alpp) = 0.

Para achar a degenerescéncia, precisamos saber quantos vetores linearmente

independentes satisfazem a|p}) = 0.

1
o Lembre que a = —( %X+

1
V2 h vV mhw

alpy) = 0 pode dar uma equacgao diferencial simples na representagao das

P). Isso combinado com a equacao

1 7 :
coordenadas. Para explorar a ideia tome (x|—(4/ —X +—=P) |0} ) =
p < ‘\/§< A \/m >|900>
h d d
que pode ser escrita por (mwz + z—d—)goo( r)=0= (%x +- — ) (x) = 0.
) x

o A solucao geral desta equacao é dada por 900 (r) = ce_%TQ"’,2 onde a constante

LAEC - observamos

¢ tem alguma flexibilidade. Quando escrevemos ¢ = |c|e
que |c| fica definido pela condigdo de normalizagao. Assim, a flexibilidade se

reduz a escolha da fase global e"®®°Na mecanica quantica, isso significa que
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todas as solucoes sao linearmente dependentes. Com isso concluimos que o

CA T 4 N
3%.  estado fundamental é nao degenerado. R

¥ 11
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Degenerescéncia dos autovalores

Aula20 ¢ O estado fundamental é nao degenerado. E os outros? De fato, todos sao nao
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degenerados, conforme mostramos a seguir. Faremos uma demonstracao por

inducao finita.

o Suponha que o n-ésimo estado é nao degenerado. Ele satisfaz a equacao:

Nlon) = nlen)
O que podemos esperar da degenerescéncia do estado |’ +1)? Sabemos que
alol 41) € necessariamente diferente de zero e autoestado de N com autovalor n.
Isso obriga que al@?, ;) seja colinear com |py,), isto é a|pl_ 1) = c'|¢,). Aplique

a' nesta equacdo e obtenha aTa\gpihLQ = clal|p,) = Nl 1) = callen) .

(4

. C . . ) . ,
[Opi1) = n 1aT|gpn> a diferenca entre os diversos |¢;,, ), V %, estd em uma
n
constante multiplicativa, ¢*. Ou seja, sdo todos colineares! .-., podemos dizer

que se n é nao degenerado, (n + 1) também é um autovalor nao degenerado.
Como provamos que n = 0 é nao degenerado, a prova por inducao finita esta

completa.

e Com isso concluimos que o espectro do OHS é por inteiro nao degenerado e

daons fronte di dice i Nlpn) =nle,) | N ou H é CCOC
aqul para Irente dispensaremos O 1ndice 7 -
Hlpn) = hew(n+ 3)len) S, @8

Va 12
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F689 Autoestados da Hamiltoniana
Aula20 o A representagao |py,)

Como N e H sao observaveis, seus autovetores formam uma base em &,..
Lembre que o £, é um espaco unidimensional de funcoes de uma particula.
No slide 11 desta aula, calculamos o estado fundamental na representacao

das coordenadas. Sera que conseguiriamos calcular todos os outros estados?

o Um bom comeco seria com auxilio do operador a' construir todos os outros
kets a partir de |pg).

Sabemos que apg) =0 e podemos supor que (@o|po)=1. Para obter um ket
colinear & |p;) basta aplicar uma vez o a'.

1) = C1CLT|<P0>
Normalize supondo que ¢; é real (convengao). Isso é o mesmo que pedir

(p1lp1)=le1|* (wolaa’ o) = |e1 [*(wol 1 + atalpo) = |e1* (0|1 + Nlpo) =|e1 [* =1
c1 =1e 1) =al|py) fornece 1) j& normalizado.
o Repita o procedimento para |ps).
p2) = C2CLT|<P1>
(palp2) =cal*(p1laa’lor) =[ea*(p1]1 + alalpr) =leal* {1 ]1 + Np1) =2[eo|* =1
(
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0335 1 1
Ca —a a')?|pg) fornece |ps) j4 normalizado.qWe

1
=—= ¢ |p2)=—=dllp1) = —
MAPLima V2 V2 V2 % 13
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F689 Autoestados da Hamiltoniana
Aula 20 Repita o procedimento para o caso geral |p,,).

|90n> = CnaT’@n—1>
<90n‘90n> = ‘Cn|2<90n—1|aawﬁpn—l> — |Cn’2<90n—1’1+aTa‘90n—1> = ’Cn‘2<90n—1‘1+N|90n—1>:
=nlc,|* =1
1 1 1 1 1
Cp, = e |p,)=—a"lp,1)= a o) = a ornece |v,,

ja normalizado.

1 1
As relacoes | |¢n)=—=a|pna) le ||on) = —=(a")"|¢o) | serdo muito tteis.

\/ﬁa n!

e Ortonormalizacao e relacao de completeza.
H ¢é Hermiteano e é uma observavel. Sabemos, portanto, que seus autokets

respeitam as relacoes:

(Prlpn) = 0pnr e 1L = Z |Pn) (@n]
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o;)égo Na prorima aula exploraremos a relacao de al a, e N com outros operadores,
355

3%s  calcularemos ¢, (x) = (x|vn), médias, desvios quadrdticos, e evolugoNei\"-,A s

MAPLima temporais de problemas envolvendo o OHS. ¥ |14
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