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Mais sobre os novos operadores
1

e Vimos que |¢,) = —(a)"|pg). Como fica a ortonormalidade (@, |@y,)?

/!

1 /
(ola™ (aT)"|pg) = note que se usarmos as regras de

1
<¢n"¢n>:ﬁﬁ

comutagao, podemos encostar o a no ket |¢q) e isso resultaria em zero. O

mesmo pode-se dizer sobre encostar pela direita a' no bra (g, isto é

{pola’ = (a]po))T=0. Para explorar isso, considere a” (a")"|¢o), sabendo que

[a,a'] = 1. Com isso, temos

a" ()" |go) =a" M aa’ (aT) " |po) =a" ! (1+ata) (aT) " po) =
=a" 7 (1+N) (@) |po) =a" 7 (14 (n = 1)) (") |ipo)

~"

X ’@n—1>

Isso permite escrever a” (a')™|po) =na™ 7 (at)" ™ |pp). Separe em trés situagoes:

(¢ola™ ( T)n!go(ﬁ_n(n 1)...2.1 i B
o n<n' = (pulpn)= Ny Y (ola™ ™| o) = 0

<800|CL" (aN)™po) n(n—1)....n—n'4+1) e/

n>n' = (pwlon) = o =T (polat™ ™ o) = 0
(pola™(a")™|¢o) n(n—1)..2.1 p—

n=10 = (Pnlpn) = = —= (ol po) = 1 g &
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Mais sobre os novos operadores
1

Na aula passada vimos que |¢,) = %awgpn_ﬁ.
1
Troque n por n+1 e obtenha |p,11)= allon) = allp,) =vn+1|o,
1 1
Multiplique |¢,)=—=a"|pn_1) por a e obtenha a|y,)=——aa'|p,) que com

N
_(1+afa >rson_1>=%<1+<n—1>>|son_1>,

NG

auxilio de [a,a'] = 1, fica a|p,) =

L alen) =vnlona).

5l

(Pnla=vn+1{Qnu]
<90n’afT :\/ﬁ<90n—1|

Estamos prontos para obter resultados de aplicacoes dos operadores X e P

Tome o adjunto hermiteano das expressoes nas caixas {

(escritos em funcio de a e a') sobre autokets de N e H, os {|on)}.

X4iP > (v _ /mw
A partir de esCrevemos onde <
X P D __ D __ 1
CLT _{L P=-X (CLT — ) \P— mp
Isso permite escrever | X = (a"+a) e P= miw i(a’—a) -
P 3 g
=Y
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e A combinacao dos resultados obtidos nas caixas do slide 2 permite escrever

Xlipn) = g VAT T o)+ Vo)
P|¢n>=\/mgwi[vn+1\son+1>—ﬂ!son—1>]

Essa expressoes permitem aplicar operadores construidos por combinacoes

de X e P nos elementos da base de H.

e E itil escrever a representacao matricial de a e a' na base {|p,)}. Para

(nrlalen) = (On|VDlon1) = \/ﬁ5n’,n—1

tanto, use
<90n/‘a’T|90n> — <gpn/‘ V1Lt 1‘90n—l—1> —V n+15n’,n+1
? [00) l¢1) lp2) [ws) [©0) 1) lp2) [ws)
2 (oo [0 VI 0 0 - 00 0 0 )
g (o] 0 0 v2 0 - vi 0 0 0 -
sl lla=[0 0 0 VB gz 00 V2 0 0
%,33.?@2 (ips] 0 0 0 0 - 0 0 V3 0
s\ oo ) U
Y

MAPLima
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Estados estacionarios do OHS na representacao da coordenada
1

e Na aula passada, vimos que |p,)=——(a")"|¢o). Com auxilio dos resultados do

Vn!
iP

. mw .
slide 2, podemos escrever a' =,/ —X — ————— e com isso, obter:

2h vV 2mhw
1 n mw 1P n
on(T)=(T|Pn)= ﬁ@f’(a” ’¢0>:ﬁ< \(\/—X—%) o), que

pode ser escrita por:

(2]p) = 1 ( mwm 7 h d
X n - s
v vn! 2h V2mhw 1 dx

uma féormula de recorréncia para todos os estados a partir do fundamental:

/ mw | b
NI d:c

Lembre que na aula passada, a part1r de a,|g00 = (0, obtivemos esse estado na

mn
) (x|po), para finalmente obter

©n ()

Spnaj

LUQ

mw\ 1/4
representagao das coordenadas, @g(z) = (—h) e 2
T

Com alguns ajustes a formula de recorréncia fica:

(normalizado).

2! \mw

= G TG 2 | o gp
Pril)= h T de) € e ¢,
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Estados estacionarios do OHS na representacao da coordenada

e Serd que a férmula de recorréncia carrega a informacao que as solugoes tém

paridade bem definida? Para verificar isso, troque x — —x e obtenha

1= [ () ] () [~ et

n impar, funcao impar

A paridade das fungoes de onda do OHS é (—1)" { N
n par, funcao par

Note que o polinomio (de Hermite) que multiplica a exponencial é de grau n.

n=_0
pol@)= {2010! (wa)o] 1/2(%)1/4 [%x_ %}06_%#3}2 = (%)1/46_%%:”2
n=1

B 1 h \N111/2 s\ /4 rmw d 11 _lme g
@)= 5 (o) | () e o) e

4 3/4 1 w .2
O primeiro estado excitado do OHS é: ¢;(z)= (_)1/4(mw) e
7r

n—2

O segundo estado excitado do OHS é dado por (faca em casa)

€
M)

pa(x) = (%)1/2 (%) 7 [272&}332 - }e_
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h 1/4
11 22" \Una

-

Fig. 4, cap. 5 do texto

Fungoes de onda associadas aos trés primeiros niveis do OHS

R .
Instituto de Fisica Gleb Wataghin

(s

) — ,

%3" T BN ETCN | ¢ Quanto vale a probabilidade de achar a particula
Qo

Qoo 2 2
? o — - .
e entre z e x + dx? dP ’(x\gpnﬂ dx ‘gpn(x)’ dz. %® |6
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Aula 21
Fig. 6, cap. 5 do texto
h 1/4
t Pro X (~) t i50 d d
0.6 mao e Quanto n cresce, a regiao de x onde ¢, ()
é diferente de zero e nao desprezivel cresce
(compare com as figuras do slide anterior).
Note que é o que ocorre classicamente.
A e Note a presenca possivel da particula em
regioes classicamente proibidas |x| > x,,.
' 1
n h
£ X | — . . .
| " 3¢ Pro me e Note picos maiores nas curvas de densidade
de probabilidade nas regioes de x ~ x,,.
& Particula passa mais tempo nestas regioes,
g pois a velocidade é pequena quando x ~ x,,.
3
s
3 5
( I E
o3 (Pis
Qo0
&§030 .
%o N
: Y
MAPLima ol
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F689 Médias e desvios quadraticos da media
Aula 2l parg avaliar o desvio quadratico damédia para os estados estaciondrios, precisamos

calcular (X), (P), (X?), e (P?) para o estado |y, ). Para isso, usamos as seguintes

)
X =4/52(a+a") = X? = ;2 (a®> + a™® + aa’ + ala)

2mw

P=i/me(—q+al) — P2=—-20(g2 4 q12 — qaf —ala)
relacoes: <

aln) = v/nlona) e allpn) = v+ 1pnp)

\ <90n’ ‘9071> — 57%’,?1

)
<‘Pn|X’90n> =0
<90n‘X2‘90n> = L(Wn‘(a? +a'? + aa® + aTa)]gpn> i(n‘|‘%)

2mw T mw

que fornecem <

<§0n‘P‘90n> =0
(o

(90l P2lon) = —22 (o] (02 +a12 —aal — ala)|pn) =mhw(n+})

(AX)? = (@n|X?on) — (@n|X]en)? = (@n| X?|en)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Lembre que {

‘%{’ (AP)Z = <90n|P2’90n> - <90n|P|90n>2 = <90n|P2|90n>

T I w
?°° Com isso podemos escrever | (AX)2(AP)?= (n+—)2h2. Y
MAPLima 2 ol -
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Médias e desvios quadraticos da media
h

Note que isso nos leva a (AX)(AP)=(n+ 5)7@ sempre superior a 5 conforme

esperado, segundo a relacao de incerteza.

Note que para o estado fundamental essa relacao reflete o extremo inferior da
1

relacao de incerteza (AX)(AP)= ih
1. ., h 1
Sabemos que F, = hw(n + 5) e vimos que (AX)* = —(n + 5) Podemos
mw
escrever (AX)“ = — — = Se usarmos que F, = —mw~x; , obtemos uma
mw hw 2

1 x
2 - 222 - (AX) =T

A incerteza sobre a posicao da particula € cerca de 70% da amplitude cldssica.

relacao entre (AX) e x,,, dada por (AX)

1 1
De forma semelhante E,, = hw(n + 5) com (AP)? = mhw(n + 5), permite

E 2
escrever (AP)* = mhwh—n = Se usarmos agora que F, = ]29_m7 obtemos uma
W m
2

relacao entre (AP) e p,,, dada por (AP)? = %n C (AP) = p—\/”%

A incerteza sobre o momento da particula é da ordem de 70% do

valor mdazxrimo do momento cldassico p,. ¥ 0
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ula

e Quanto vale o valor médio do potencial (V(X))?

_ 1 1 1 h 1 E
— X — 2X2:_ QAX2:_ 2 ' _:_n'
V =(V (X)) 5w (X*) 5 T (AX) 5 T mw(n+ 2) 5
P2
e Quanto vale o valor médio da energia cinética < >
_ pP? 1 1 E
T = AP)" = — )= =2,
! = Zm( S =g mieint ) =5
e Se considerarmos (AX) = & e que para o estado fundamental (AX)(AP) ~ h,
h - = - R
podemos escrever (AP) = 3 A energia fica E=T 4V = Pme? + 5w 22,

"SI Fic. 7, cap. 5 do texto o Note que a relacao de incerteza atua
i —

como uma espécie de vinculo (se (AX)

cresce, (AP) decresce e vice-versa).

§ o Podemos calcular a menor energia,
E 8E 2h? 2mcu2
& impondo — —0 — =0
: b omes T g oY
33; 4;%
%g;,g’z fornece &, = \/ — = E,, = hw.
Qo0
950 R
MAPLima = |10
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F689 Evolugao temporal dos valores médios

Aula2l o para sistemas conversativos, um bom comeco ¢ expandir o estado inicial na base
de estados estaciondrios, isto é, sabendo que: 1 = i |on) {pn|, escreva [y (0)),
n=0
de tal forma que |1(0) Z cn(0)|@n) com c(0) = (p,|1(0)).
e A evolucao temporal do estado do sistema fica
GO) = 3 culOlen) = [60) = - culDlen) = 3 enl0)e o).
n=0 n=0 n=0
e Para o OHS, onde F,, = hw(n + %), temos
[¥(t)) = i en(0)e™ T, )
n=0

Com isso podemos escrever o valor médio de uma observavel, A por

((0)[Al(2) Z Z A €779 com Apyy = (emlAlen).

m=0n=0

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

As frequéncias de Bohr que participam sao multiplos de w. O controle de

3%s  relevancia das frequéncias envolvidas € do elemento de matriz A,,,,. R
MAPLima % (1]
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F689 Evolugao temporal dos valores meédios
Aula2l ¢ Como ficariam os valores médios de X e P?

W) Xy(t) Z Z Cm mnei(m_n)m com Xyn = (om|X|en).
m=0 n=0
(W (1) Ple(2) Z Z Ch ) P €9 com Py, = (9| Plion)-

m=0 n=0

mhw
2
concluir que X,,, € Pmn s6 nao sao zeros quandom=n=+1le . sée

T—i—a e P =

Sabemos que X = i(a'—a) e isso permite

+iwt

participam (fungoes do tipo sinwt e coswt, como na fisica classica).

e Para reforcar, considere o teorema de Ehrenfest para X e P.

d 1 (P) d 1 )

— (X X, H — —(P P H|) = — X

Gy = ey =T o Doy o e ) = —mar(x)

d? (X)(t) = Acoswt + Bsinwt

£ binadas f —(X) = —w(X
; que combinadas fornecem dt2< ) w*( >{<P>(t) A sinwh 4 wB coswt
E
3 P
Ze Note que A4 = (X)(0) e B = P)(0) e isso permite escrever
: wm
s

%53 (X)(t)=(X)(0) coswt + P)(0) sinwt .. Se |¢) = |pn) = (X)(t)=0

Qoo mw N -~ J &‘r,é. P
MapLma (P (£) = —muw(X) (0) sinwt + (P)(0) coswt (P)(r)=0 = (12
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Cuidados especiais com nossas interpretagoes

 Se ) = [pn) =

e O comportamento oscilatério
cldssico s é visto quando [(0))
é uma combinacao de estados
estacionarios. As duas animacoes
ao lado representam combinacoes
de estacionarios (se fosse s6 um

estado, nao haveria movimento).

=¥ 13
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