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Propriedades gerais de momento angular na mecanica quantica
Realidade experimental: o momento magnético de dtomos, medido em qualquer

direcao, € quantizado. Isso significa que o momento angular, que € proporcional ao
momento magnético, também € quantizado. A realidade experimental mostra que
as diferencas entre valores possiveis de momento angular (orbital, spin ou de um
modo geral da composi¢do orbital+spin), em qualquer direcdo, sGo mailtiplos de h.
Neste capitulo desenvolveremos o formalismo quantico do momento angular que
descreve essa realidade experimental.

O formalismo vai contextualizar e mostrar a relevancia do momento angular na
descricao de espectros atomicos, moleculares e nucleares; vai permitir uma visao
mais completa sobre spin; e vai criar condicoes para estudar propriedades

magnéticas (efeito Zeeman entre elas).
Comecaremos com momento angular na mecanica classica (£ = 7 X p).

dl

Sabemos que e T (torque externo) e que na auséncia de forgas externas

dr 3, 5. : ~
i 0 — L é dita uma constante de movimento (nao muda com o tempo).
Isso também vale para forgas centrais F' || 7, pois nesse caso 7 =7 x F = 0.

——

Nestas condicoes o movimento fica restrito ao plano definido por pe F 5 &
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Do momento angular classico para o quantico
Como ficam essas propriedades na Mecanica Quantica? (Chamo a atengao

que restringir o movimento da particula a um plano parece violar a relacao

de incerteza na dire¢ao 1 ao plano).

Podemos a partir da quantidade fisica classica, obter a observavel quantica,

isto é E(Ex, Ly, L,)— E(Lw, L,,L,) (operador da mecanica quantica).

((1) Por que o espectro de L; é discreto?
(2) Quanto vale [L;,L;|? Consequéncias?
(3) Em que situacao [H, L;] = 07

L (4) E o spin (sem andlogo classico)?

O passo seguinte é tentar responder: <

momento angular orbital — L

Usaremos a seguinte nomenclatura { momento angular intrinseco — S

—

momento angular total — J=L+S

Algumas vezes, para facilitar, usaremos J com cardter geral: pode —
V2,

ser S, L ou a soma de S’s, ou a soma de L's ou de S’s, e L's. )
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Relagoes de comutagao caracteristicas de momento angular

e Momento angular orbital L = B x P e as consequéncias de [Ri, Pj] = ihd;;.

As componentes misturam componentes de R ede P, que nem sempre comutam

entre si. Serd que precisamos simetrizar para obter operadores Hermiteanos?

o De fato, nao é preciso simetrizar, pois as componentes de 7 e p que compoem

— — —

. r 5k
LZ’FX ﬁ: X y Z :(ypz_zpyazpw_ajpzwa:py_ypaj)?
Pz Py Pz

estao em dimensoes distintas, e o 0;; presente no comutador ¢ sempre zero.
L (YP,—ZP,, ZPx—XPZ,XPy—YPx)T:(YPz—ZPy, ZP,—XP, XP,—-YP,),
uma vez que (YP,—ZP,))' = P,Y-P,Z =YP,~ZP,, etc.

Assim temos que L=L" é um operador Hermiteano (no exige simetrizacao).

e E as componentes, comutam entre si? Para verificar isso calcule

L,.L,|=[YP,—ZP, 7ZP,— XP,|=|YP, ZP,] —YP,.XP,| [ ZP, ,ZP,| 1 ZP,. XP,],
Yy Yy L DI Yy B Yy

0 0
tal que [Ly,L,|=Y [P.,Z] P, + X |Z, P,| P,=il(X P,~Y P,) =ihL,
S~—— S~——
—ih +ih
De forma semelhante, mostre que [L,, L,|=%hL, e [L,, Ly|=1hL,,. e}l'\’é 3
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Generalizagao para um sistema de particulas
Considere o momento angular total (escrito no referencial O) de um sistema de

N
N particulas, dado na mecanica classica por £ = g L;. Nao é dificil mostrar

(]
que se tomarmos que a contribuicao de cada particula é L; = R; x P;, vai valer

|Ly,Ly|=1ihL,..., se considerarmos que [Liy,L;,|= thL;,0;;...

Assim escreveremos, de forma geral, que as componentes de momento angular
Sy Jy] = ihJ,

satisfazem as regras de comutacao: ¢ [J,, J.| = ihJ, = [Ji, J;] = ihe;jrdi
., Jo| = 1hJy

€;ir = 0 — dois ou mais indices iguais
J 3
onde { €1 = 1 — rotacoes ciclicas de €123,

€ijk = —1 — V trocas nao ciclicas de €123.

As componentes de J nio comutam entre si.

A boa noticia é que J2=J-J= J§+J§+JZQ comuta com todas as componentes,
pois o que vale para [J;+J}+J2 J,]| =2, Jo)+ [ T2 Jo] = Ty [y, Ju) + [Ty du) Jy+
+J Sz, Jo) + |z, Is)d, = —ihdyJ, — ihd, Jy, +ihJ,Jy, + ihJ,J, = 0, vale

também para as outras componentes, isto é: [J?,J,] = [J?, J.] = 0. Y
¥ | 4
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ser medidos simultaneamente, (2) a medida de um “estraga” a medida do outro
e (3) complicam de certa forma a previsao do futuro das medidas de observaveis

deste tipo.

e Entretanto, o fato de todas as componentes de J comutarem com .J 2 permite

escolher uma delas e formar um par de observaveis que comutam. Se tal par
comutar com a Hamiltoniana, talvez seja possivel formar um CCOC e explorar
situacoes onde o momento angular total e uma de suas projecoes sejam bons

numeros quanticos. Veremos em que circunstancias isso ¢ possivel.

e No caso de uma particula sujeita uma forca central, veremos que H, L? e L,

[H,L?*] =0
respeitam as relagoes § [H, L, =0 e podem formar um CCOC, assim como
(L%, L.] =0

H,L? e L, ou H,L? e L,. Todos juntos, entretanto, nao formam um CCOC,
uma vez que [L;, L;] = ihLge;;,. De um modo geral, elegemos L, como a
componente de I de nosso CCOC. Antes de prosseguir nesse assunto, veremos
que as relagoes de comutagao das componentes de momento angular, por si

s6, definem o espectro de L% e L., conforme a realidade experimental. él'\% 5.
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Relagoes de comutagao e o espectro de momento angular

Teoria geral de momento angular

Definicoes e notagoes.
: : Jr=J, +id
Definiremos dois novos operadores, J. e J_ por: + v
J_=Jy —1Jy

Note que nao sao operadores Hermiteanos, pois J_]; =J_ eJ = J.
Daqui para frente trabalharemos com {J2J,,J.,J_} no lugar de {JQ,JZ,Jx,Jy}.

Note que [J?, J.] = [J?, J4] = [J?,J_] =0 e que
(., T =Tsy I +idy) =T, Jo] +i[ ], ) =ik, — i*hd,=h(J, +iJ,)=hJ
(., J_)=[]., Jo —id)) =[]z, Ju] — i 2, Iy =ihJy, + i*hJy = —h(J, — iJ,)=—hJ_
Jpdo=(Jo+idy) (Jo—iJy) =T+ T, —i[Jp, Jy|=Jo+ T+ hJ. =J* = J2+RJ..

(Ja

J_Jy= Jy)(Jotidy)=Jo+J) +ilJy, Jy)|=J+J; —hJ.=J*—J;—hJ..
JoJ_+J_J
As duas ultimas expressoes somadas, fornecem J 27 3 4 ot + +
2 o
\\VI
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Relagoes de comutagao e o espectro de momento angular
Notacdo para os autovalores de J2 e J,

O que devemos esperar de (1)|J*|1))? Sabemos que como J; é Hermiteano,

(W) = (@I 10) + (W T 1) + (T 1) =N + [y [0)IF + [T 1)) *= 0

Por convencao, adotaremos J2[¢)) =75 (j+1)h?[1)), com j > 0 e uso de h (dimensdo

de momento angular). A forma do autovalor parece inusitada. Se fosse M2, com

a exigéncia A >0, seria natural. Note, entretanto, que a condi¢ao j(j+1)=A\ nao

é restritiva, pois j2 +j — A =0 = com discriminante A = 1 + 4\, fornece duas

raizes para A > 0, 5=

—1+£ V144X | uma sempre positiva comecando do zero, e
2 outra_sempre=megativa=comecando do zero.

Também, por convencdo, adotaremos .J,|¢)) = mh|y) e para [)), o autoket de J?

e J,, usaremos a notacao |¢) = |k, j, m), onde k representa tudo que falta para
{J?,J.} formar um CCOC.

Sobre os autovalores de J? — j(j + 1)A%, com j > 0 e de J, — mbh.
Lema 1: —73<m <
Para provar, considere que ||J.|)||*= (k,7,m|J_Ji |k, j,m)>0e ..
(k,7,m|(J* = J? = hJ.)|k,7,m) = 7(j + 1)h* — m?*h* —mh* > 0
PG+ 1)—mim+1) =r(G—m)(j+m+1) >0 (caso 1) ¥ | 7
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"% 5 Poderfamos ter comecado por ||J_|)||*= (k,7,m|JLJ_|k,j,m)>0e ..

(k,3,m|(J? = J2 + B[k, 5,m) = j(j + DA* = m*h* + mh® > 0
GG+ 1) +m(—m+1)) =k (G +m)(j —m+1) >0 (caso 2)
caso 1: (j—m)(j+m+1)>0

o Precisamos conciliar , ,
caso 2: (j+m)(j—m+1)>0

(

m <3
jm>0e(j+m+1)>0{ _‘7, =—G+1)<m<y
m>—7—1
o caso 1 < impossivel, pois 7 > 0
(
m> 7~ % N\
j—m<0e(+m+1)<0{ =7 Sj<m<—(j+1)
\ \mg—]—l
( ( > .
m _—
jam>0e(j-m+1)>00 "= ) S j<m<(+1)
\m§3+1
§ o caso 2 4 impossivel, pois 7 > 0
: : - m < —j -~ 7 ~
o8 j+m<0e(j—m+1)<0 , =>=m<—jem>j
- g \ m>7+1
s
23 B
%g,fO e g G <m<g o
3%, ara satisfazer i<m< (G+1) precisamos —j < m < j §“’$ 8.
a
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AE?:32 o Lema 2: Teoria geral de momento angular
(i) Sem = —j = J_|k,j,m) = 0.
autoket de J? e .J,, com
(i) Se m > —j = J_|k,j,m) # 0 onde J_|k, j,m) { autovalores j(j + 1)h? e
(m—1)h, respectivamente.
o Demonstracao de (i): a norma de um ket é positiva ou zero. Vamos comecar
pela norma de J_|k, j,m), onde | J_|k,7,m)|*= (k,j,m|J J_|k,j,m) > 0.
Como J,J_=J?*—J?+hJ,, podemos escrever (j(j +1) —m? + m)h2 >0, o
que permite escrever (j +m)(j —m + 1) > 0. Em que condigoes que isso é

0 j+m=0—m = —j (se anorma é zero é porque o ket é nulo.)
Zero'!
j—m+1=0—m =341 (impossivel, pois m estd entre — j e j.)

Isso permite concluir que J_|k, j, —j) = 0, pois || J_|k,j, —j) ||*= 0.

, k,q 0

¢ E possivel mostrar o caminho inverso. Se %, J, m) 70e = m = —].

g J_|k,j,m) =0

5

g Aplique Jy em J_|k,j,m) =0 e use que J J_ = J?—J?+hJ, para obter
Sorme (S T2HRI)|k G,m) = ((5( + 1) — m? + m) B?|k, j,m) = 0 e como
B R
9%0 (j+m)(j—m—+1) R

¥ 0
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autoket de J? e J,, com

(i) Se m > —j = J_|k,j,m) # 0 onde J_|k, j,m) { autovalores j(j + 1)A? e
J 3 Js s Js J\J

(m—1)h, respectivamente.

o Demonstracio da parte 1: se m > —j = || J_|k, 7, m)||*= (j+m)(j—m+1) >0

sO é zero, se m = —j

Se a norma é diferente de zero, entao o vetor é nao nulo. Parte 1 demonstrada.

o Para demonstrar a parte 2, considere [J?, J_]|k, j,m) = 0, pois [J?, J_] = 0.

Isso implica em J2J_lk,j,m) = J_J?k,j,m) = j(j + 1)A*J_|k,j,m), ou seja

J_|k,j,m) é autoket de J* com autovalor j(j + 1)h*.

§ Em seguida considere que [J,,J_| = —hJ_ e aplique em |k, j, m) para obter:
g J.J_|k,jom)y=J_J,|k,j,m) —hJ_|k,j,m) = (m — 1)hJ_|k, j,m), ou seja
C(’%?gﬁ J_|k,j,m) € autoket de J, com autovalor (m — 1)h.
Qoo gy,é A

¥ 10
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e Lema 3: Teoria geral de momento angular
(i) Sem =7 = Ji|k,j,m) = 0.
autoket de J? e .J,, com
(ii) Se m < j = Jy|k,j,m) # 0 onde J |k, j,m) { autovalores j(j + 1)h? e
(m+1)h, respectivamente.
o Demonstracao de (i): a norma de um ket é positiva ou zero. Vamos comecar
pela norma de J|k, j,m), onde | Jil|k,7,m)|?= (k,j,m|J_Jq|k,j,m) > 0.
Como J_J, =J?*—J?—hJ,, podemos escrever (j(j +1) —m? — m)h2 >0, o

que permite escrever (j —m)(j +m + 1) > 0. Em que condigoes que isso é

) {j —m =0 — m = j (se a norma é zero é porque o ket é nulo.)
ZeTro’

j+m+1=0—m=—j— 1 (impossivel, pois m esta entre — j e j.)
Isso permite concluir que J. |k, j, +7) = 0, pois || J4|k,J,+3)[*= 0.

[k, g, m) # 0 e

= m = +73.
To |k, j,m) =0 /

E possivel mostrar o caminho inverso. Se {

Aplique J_ em Ji|k,j,m) =0 e use que J_J, =J?—J>—hJ, para obter
(J2=JZ=hJ.) |k, 3,m) = ((5(7 + 1) = m* —m) h*|k, j,m) = 0 e como

\ 7
-~

(G —=m)(j+m+1) N

|k, 4, m) # 0 temos que m=—j—1 — impossivel ou m=+4j — c.q.d. :‘: 11
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uia
autoket de J? e .J,, com

(ii) Se m < j = Jy|k,j,m) # 0 onde J4 |k, j,m) < autovalores j(j + 1)h? e

(m+1)h, respectivamente.

o Demonstracio da parte 1: se m < j =|| Jo |k, j,m)||*= (j—m)(G+m+1) > 0

sO € zero, se m = +J

Se a norma ¢é diferente de zero, entao o vetor é nao nulo. Parte 1 demonstrada.

o Para demonstrar a parte 2, considere [J?, J, ]|k, j,m) = 0, pois [J?, J.] = 0.
Isso implica em J?J_ |k, j,m) = J.J?|k,j,m) = j(j + 1)h*J, |k, j,m), ou seja

Ji|k,j,m) € autoket de J* com autovalor j(j + 1)R?.

Em seguida considere que [J,, J.]| = hJy e aplique em |k, j, m) para obter:
JoJ |k, 3,m) = Jydo|k, 3,m) + hJy |k, j,m) = (m+ 1D)hJ1 |k, j,m), ou seja
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Jilk,j,m) € autoket de J, com autovalor (m + 1)h.
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