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Momento Angular na Mecanica Quantica
Explorando o fato que £(j, k) é globalmente invariante sob acao de J.
Lembre que ¥ componente J,, pode ser escrita em func¢ao de J,,Jy,J_ e que

esses trés operadores no mdzrimo mudam m (resultado € £(j,k))

A representacao matricial de J, ou de qualquer F' (f ) deve ser bloco diagonal.

(k,j,m|F(J)|k, jim') E(k, j) E(K,7) E(K,5")
E(k,j) (2j+1)><(2j+1) 0 0
E(kz’,j) 0 (2j+1)><(2j+1) 0
E(k’,j’) 0 0 (2j+1)><(2j+1)
k#k ej#j

J. |k, j,m) = mhl|k, j, m)
Jilk, j,m) = h\/7(j+1)—m(m=%1)|k, j,m+1)

ou ainda (k,j,ml|J, K j', m’> = M/ ROkk 651 Ormmy
<l€ 7, m|J:|:‘]€/,j m = h\/j /—|—1 (m’:l:l)(skk/5jj/5m,m/:|:1

Podemos calcula-la usando {

Note que esses elementos nao dependem de k. Uma vez calculada arepresentacao

de J, ou de F (j ), podemos usé-la para V sistema fisico. R
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Representacao das coordenadas do momento angular
hy O 0
e Na representacao das coordenadas {|7)}, temos L, = — (3:— — —) Para
[

oy Ox

explorar possiveis simetrias do sistema, é interessante escrever esse operador

(assim como L, L, e LZ) em coordenadas polares e esféricas. Y
X=pCoS 0
e Para ilustrar, L, em Coordenadas polares (z, p, ) ©
y=psingp T g

P L R RO NP
L, =" (m(p, o) 3y 95 +z(p, ) 3y 0 (p: )5 R y(p, )5 890>

[
pPP=at+y? o p=a?+y? ; |

Usando que e que —— arctan A = :
! R\ I+ \2
tanp = £ — ¢ = arctan £
2] . dp __ 1 1y _
a—zz%:smgp 85_1+y2/x2'(5)—5—2—w§¢
podemos escrever e
E=t=cosp |\3E=rgrm(—H)=—%=—""2¢
h 9, 20 0 0 sin’p 0
e Para obter L, =~ (p CoS psinp— + pCOS L — psin p cos SO_ersm ¥ _>
0 dp p Oy dp p  O0p
h 0O W A
e finalmente sua forma final L, =—-— %\.\é P

idp -



AF?S‘; Representacao das coordenadas do momento angular
ula

x = rsinf cos @ <
e Coordenadas esféricas (r,0,p) < y = rsinfsin @ 07
2z =rcosf cL
x ¥ /

(T:\/xQ_I_yQ_i_ZQ

. ~ ~ . _ z
A inversao das expressoes permite escrever < 6 = arccos N e

— Y
| p = arctan £

6_8r8+898+8g@8 .
0z 0z0r 0200 0z 0y

Usando regras em cadeia do tipo

(d _ _1
- arctan A = e
b 1 / /
g lembrando que < % arcsin A = = ¢ possivel obter L., L,,L,, e L?.
3
s
° T d 1
h o 5 —_ = —
ggao_@, | gx arccos A =
%@an %
X -y

MAPLima A seguir fornecemos apenas os resultados. o
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F689 Representacao das coordenadas do momento angular

Aula 24 o Servigo doloroso (mas sem grandes dificuldades) leva a: z
(. O cosp O 1
1) L, = in( ); s
(1) ! Sln¢89+tan9 o T
9 sing 0 Y
2) L, = in - ); |
(2) Ly = COS@@@ + tand Oy Y 7
0
(3) L = ihy

0? 1 0 1 0?
2 g2 7 .
(4) L7 =—h (892 +tan@8€+sin298gp2)’

.70 0
_ 10 . .
(5) Ly = he <_(‘39 + 7 cot 9_&0)’
- 9, 0
_— —p —_ — ) — ]
(6) L_ = he ( 89+260t68g0)’

e Ja que temos todos os operadores na representacao das coordenadas, nosso

problema se resume a resolver:

L2Y{"(6,0) = (L + DRV (0, ¢)
LGm (67 90) — them(Hv gp)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Qoo §\"’,A.
MAPLima  onde Y;" (6, ) sao as chamadas Harmoénicas Esféricas.
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F689 Representacao das coordenadas do momento angular

Aula 24 - ~ i . .
e Na representacao das coordenadas, temos duas equacoes diferenciais: a de

L, é em primeira ordem em ¢ (tem solugao simples) e permite que na de L?,
a dependéncia em ¢ seja facilmente retirada. Assim o desafio seria resolver
uma equagao em segunda ordem em 6 (cuja solugao dé origem aos polinémios
de Legendre). Ao invés de resolver a equacao envolvendo segundas derivadas
em 6, usaremos os operadores L para obter solugoes resolvendo equacoes de

primeira ordem.

o Antes, alguns comentdrios:
o As integrais em volume envolvendo coordenadas cartesianas e esféricas estao

relacionadas da seguinte maneira:

dv = dxdydz = r* sin drdfdep,

< —00 < T <400 0<r<oo
% onde, as cartesianas { —oco<y<-+o0o enquanto que as estéricas < 0 <6 <
| ??_s —o0 < z2<+00 0< p <27
%%o G% o Uma vez obtidas as Harmonicas esféricas, podemos escrever uma funcao de

S base do espaco R® como m (7, 0,0) = fem (r)Y, (0, ©). )
pag Viem (1,0, 0) = frem(r)Y," (0, 0) A 5.
Y

UNICAMP
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F689 Representacao das coordenadas do momento angular
Aula24  Nestas condig¢bes a normalizacao de Y, (1,0, ), dada por

///r smé’drd@dgo‘wkgm r,0,p) | =

I r2dr] frem(r) ‘2 =1

pode ser separada em duas condicoes
ffsinQoledgoyYém(Q,90)’2 =1
o Vimos que em casos especiais, a parte radial fip,(r), pode nao depender de m
(indexaremos por firs(r)) e até mesmo pode nao depender de £ e m (neste caso
indexaremos apenas com k, e a parte radial serd chamada de fi(r)).
e Obtencao das Harmonicas Esféricas Y, (0, ).
Conforme indicamos, a parte em ¢ érelativamente simples. Comece pela equagao

de autovalor de L,, na representacao das coordenadas, isto é:

g (F|L,|¢,m) = Ei (7|6, m) = mh (#|£,m) com |7) =10, )
g (4 8g0 N—— N——
g Ym0,0)  Y(0,0)

o RO ym(0, o) = mhym (6, )

gggoc’ g i 890 14 y P 12 y P

08%333 As variaveis 0 e ¢ aparecem desacopladas, sugerindo a separacao e

. R
MAPLima a forma da solugao para ¢ = Y,"(0,¢0)=F;"(0)e'™¥ =¥ | 6
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F689 Representacao das coordenadas do momento angular
Aula 24 o Note que ao exigir que Y,™(6,0)=Y,"(6,27), temos "™ = 1, que s6 ocorre

se m for inteiro.

o Se m ¢ inteiro, £ também ¢ inteiro. Ou seja, ao exigir que a funcao de onda seja
unicamente definida ao darmos uma volta completa no espaco R>, aprende-se
que a possibilidade ¢ semi-inteiro para momento angular orbital precisa ser

descartada.

e Em seguida, acharemos Y/ (6, ¢) e usaremos L (slide 4) para obter Y™ (6, ©).

1 d 0 1
Lo VA0, ) =0 = he ‘P(% +icot 6%>Ff(9)e e —
0 dFy dFy
— — _ FYp) = —
(89 ecow) £(0) = 0= —L(6) = Lcot OF{(6) = 0 = i = {cot6a
dFy 0 dsin 6
" —f = EC,OS do =1 Sin integrando dos dois lados, temos:
Fy sin 0 sin 0

InFf =/Insinf + cte = InF}f =1n(cy(sinh)*) = Ff = ¢,(sin §)*

chame Incy, para facilitar e por poder depender de /¢

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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5 Assim, temos finalmente|Y/ (0, ) =c(sin §)%e’*? | onde ¢, é a constante

Qo0

°°"  de normalizacdo. §“’$ a8
MAPLima ¥ |
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Representagao das coordenadas do momento angular

Aula24 o Podemos agora obter Y, ™ (8, ¢) com auxilio do operador L_.
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Para isso, basta lembrar que deduzimos que
Ly Y{™(8,0) = h/ L+ 1) — m(m + 1)Y;"(6, ¢),

que com auxilio do slide 4 permite escrever:

0 0
:I:zgo m=1
h(i_89+200t9_890> 0,0) = VL4 1) —m(m £ 1)Y,"=10, 0)

Assim, para obter Ye_l(Q, ©) a partir de Yf(@, ©) basta usar
iz@h(i +zcot9 )Yg”(@,gp)

Ym:l:l 97 _
o 00) VOC+1) —m(m+1)

com sinal inferior e m = /.

e Essa férmula de recorréncia pode ser usada para obter, sucessivamente, todas as

Harmonicas Esféricas para um dado ¢ e m. Basta aplica-la variando m de ¢ até

— (41, e fazendo uso da deduzida expressio para Y/ (6, p).

2m T
e Ortonormalizacao: / dcp/ sin 0d6 YZ,”/ (0,0)Y,™(0,9) = dop Ommy
0 0

e Relacao de completeza.

As harmonicas esféricas formam uma base capaz de escrever qualquer funcao

de 0 e = f(0 Z Z com Yy (0, ). Quanto vale cgp,? Az,

4.\' 8
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F689 Relagao de Completeza
Aula 24 ® Usando a relacao de ortonormalidade das Harmonicas esféricas, obtemos

2 s
o — / do / sin6d9 ;" (0, 0) (0, o)
0 0

00 14
A relacao de completeza pode ser expressa por Z Z 10, m)({,m| =1,
£=0 m=—/¢
00 14
que na representacao das coordenadas fica Z Z (P|€, m) (£, m|?")y = (P|F),
=0 m=—/4

o0 12 o o
ou ainda Z Z Y0, 0) Y0, Q) = (7)) = (6 —0")o(p — ¢')

sin 6
=0 m=—/¢

onde usamos a delta de Dirac em coordenadas esféricas, isto é:
o(r —1")8(0 — 6")(p — ¢')

r2 sin 6
0(0 — 0")o(p — ')

sin 0

(i) = 0(r = 7") = 6(z —2")o(y —y')é(z — 2') =

Isso permite escrever f(6,p) = //dgo’ sin 0'dg’ £, )

00 V4
f(0, ) Z//dcp’siﬁ’d9’[z > Yem(&sO)Yem*(H’,sO’)]f(@’m’) que pode

=0 m=—¢

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

00 0
050 > A
ser escrito por f(0, )= com Y, (0, ) com ¢y, definido acima.é\“’é.
MAPLima por f(8,9)=3_ D com¥{"(60:%) ¢ ¥ | 0
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F689 Momento Angular na Mecanica Quantica: Simetrias
Aula24 o paridade. O que acontece quando trocamos 1 — —7 7

N Y . E
E D —y = a inversao leva M para M’
s |
| 7
M’
r— — r—r
Coordenadas cartesianas ¢ y — —y  Coordenadas esféricas ¢ 6§ — m — 6
z— —Z =@+
. Complemento Ay demonstra que Y, (7 — 0,0+ m) = (—=D)EY,™ (8, ¢)
§ A . s . , ~ /
s |As harmonicas esféricas de £ par (impar) sao pares (impares).
>, é’
gggoo E . ~ mx m —m
%75 @ Conjugacao complexa Y,"" (0, 0) = (=1)"Y, (0, ) (ver complemento Ayrt).
3% W
=¥ 10

MAPLima



F689 Momento Angular na Mecanica Quantica: base padrao
Ala24 o Base padrao.

L2%poam () = (€ + 1) W2 Pgem (7)
Suponha Y, (7), tal que < L, g (F) = mh%em(ﬁ)
Libom (P)=h/L(€ + 1) —m(m £ 1)gem+1 (7)

A dependen(:la em 0 e ¢ é conhecida wkgm( ) = ngm( VY, (6, ) e isso fornece
Ly thpoom (P) =P/ L0+ 1) —m(m=E1) Ry ()Y, (0,0) = Riem (1) LL Y™ (0,00) =
= Ryoom (1) h\/f C+1)—m(m £ 1)Y,"50,9) . Riema1(r) = Riem (7).

Onde se conclui que Rypm (1) nao depende de m = use Ryy(r).

e Assim, a base padrao permite escrever ¥xem, (7) = Rie(r)Y,"(0,¢), com

fe'e) 27 T
/ Br G gy, (F)ows e (7) = / P2 RE(r) Rive (r) / do / sin 0dOY;" (0, ) Y2 (0,
0 0 0

N~

5%’ 5mm’

03 O Como /d?’”'“ Uk o (P Uk 00y (7) = Ok 00 Oy . / r? Ry (1) Ry o (1) = S
AN 0

69000 e Serd que Ryy(r) depende de £7 Suponha Ry (r)Y,™(0,p) e olhe r—0. R
MAPLima "..\' 1
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Momento Angular na Mecanica Quantica: Medidas

e Base padrao (continuacao)

Se liII(lj Ry (r) = cte, a presenca de Y,"(6,p) faz com que essa constante dependa
r—

do caminho, exceto para £ = 0 (neste caso Yy (6,p) é constante e, portanto, nio
depende de 6 e ¢). Ou seja, Ri(r)nao é diferenciavel em 7=0. Para resolver isso,
Rye(r)=0 para £#£0

=>1ss0, por siso, indica a dependéncia em /.
Ry¢(r)=cte para £=0

impomos que {

o Quem cuidade possiveis valores diferentes de zero de ¢(7) na origem éo Ryo—o(7).

e Cilculo de previsdes fisicas com respeito a medidas de L? e L,.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Considere uma particula, cujo estado é descrito pela funcao de onda:

(FlY) = ¥(F) = (r,0,¢)
(L2 fornece £(¢ + 1)h2, com ¢ inteiro positivo
ou zero, isto &, £(£ + 1)h? = 0,2h%, 6h2, ...
Aprendemos que uma medida de <

L. fornece mh, comm inteiro e — ¢ < m < /£,
 isto é, mh =0, %xh, ..., =Lh.

Como calcular a probabilidade de se obter um desses resultados s
¥ |12

UUUUUUU

(£, m ou ambos) a partir de Y(r,0,p)?
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Momento Angular na Mecanica Quantica: Medidas

Aula 24 ¢ Lembrando que podemos expandir qualquer ¥ () em termos de Ve, () com
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L2 i (7) = (€ + 1) B g (T)
Vioem (T) = Rye(r) Y™ (0, 0) § LoVrem () = mhpgen (7)
Liom (F)=h/L(0 + 1) —m(m £ 1)gem+1 ()

vale: @D S‘ S‘ S‘ Ckngkg ((9, 90) CoIM Crym — /d3?“ ¢]:£m(F)¢<F)

k £=0 m=—¢

00 27 s
ou melhor cip,, = / r2dr RZe(T)/ dSO/ dfsin§ Y, (0, )(r, 0, p)
0 0 0

Quanto vale a probabilidade de medirmos um certo par (¢, m)?
Basta calcular a amplitude de probabilidade de se obter a trinca (k,¢,m) e

tratar k£ como sendo a degenerescéncia do par, isto é

Przp. (f,m) = Ek: ‘ (Vrem V) |2 = 2}{; |Ck€m|2

soma sobre a degenerescéncia amplitude de probabilidade

¢ E se medissemos somente L?? Qual a chance de obter £(£ + )ﬁ2 Que tal

Pra(f) =) Z ) (Yrem| 1) ‘ Z Prop. (6,m) =) Z ‘Ckém‘

k_m=—¢ k. m=—¢ \\",

A ¥ 13
soma sobre a degenerescencia amphtude de probabilidade .



F689 Momento Angular na Mecanica Quantica: Medidas
Aula 24 e E se medissemos somente L.7 Qual a chance de obter mh? Que tal

— Z Prz.r.(£,m) :Z Z ’Ckémr

£>|m]| ko £>|m]|

e Serd que precisamos expandir em k7Lembre da expressao inicial

00 12
r) = S: S: S: Ck‘@mRkﬂ(T)nm(97 90)7 com Crym = /dgr ¢I:£m(7?)w(7?)

k £=0m=—¢
e rescreva
00 12
9= 3 [ u)] 170.0). com guntr) = [ e 6,000,
£=0 m:—ﬁ y
Ao (1) obtido sem auxilio de Ry, (7)
ou g, (7 / /dQst Y, (0, 0)(r, 0, 0). Como apy,(r)= chngkg( ),

k

2
temos Ckgm—/ r?RE, (M) apm (1) e ‘agm(r)} :E CltmCrr g Rike RE1 g
0

kk’
S’;go_ 002 ) 002 5
Qoo _ * * — -
OZ‘;%%W e Note que/ r ‘agm(fr){ dr = g ckgmck,em/r Rio Ry = E ‘Ckgm’—PLzL (6, m)
Qoo 0 0

Qoo kk’ & -~ / k \", A
¥ 14
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Momento Angular na Mecanica Quantica: Medidas

Aula 24 ® De forma semelhante, podemos escrever
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Pra(l ZPLQL (¢, m) Z/ r2|apm (r) | dr
m=—/

m=—/
= 3 Pettom) = 3 [ am(r)ar
£>|m| £>|m)|

e Ou seja, obtivemos Przy_ (¢, m), Pr2(£), e Pr, (m) de um sistema no estado 9 (7)

em funcao de agp, (1) = /dQ Y, (0, ©)1(7), (uma integral do produto de uma

Harmonica Esférica pelo estado do sistema). Nao foi necessario usar as Ryy(7)

para obter essas quantidades.

e E se tivéssemos interessados em apenas medir L,. Sera que poderiamos, além de

evitar o uso das Ry¢(r), evitar também o uso exph’cito das Harmonicas Esféricas?

Para tanto, bastaria expandir ¥ (r, 6, ) Zb T, 9

€ usar que

\/_

b (1,0) = / do e "™ (r, 0, ) (verifique por substituicao direta e uso de
Vo
27 zmgp e zm ) oOp,T 5 9
dgp Jor Vor = 0mm). Obtenha Pr,_(m) /0 by (1, 0)|“7 Smed@dr\\“,' :
“a
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