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e Estudaremos com algum detalhe o &tomo de Hidrogénio (serve também para He™,

Potencial Central

e Chamamos de potencial central o potencial que respeita a relagao V (7) = V ().

—

Nestas condigoes, seu analogo quantico V(R) = V(R), respeita as relagoes
V,L?|=[V, L,]=0,

pois como vimos, L? e L, atuam somente nas coordenadas esféricas 6 e .

e Veremos que o termo de energia cinética também comuta com L? e L, isto é

P2
2m
e que isso permitird escolher H, L? e L, como um conjunto de operadores que

=]

Lz :Oa
2m L]

comutam e explorar a conservacao de momento angular na Mecanica Quantica,

em analogia com a Mecanica Classica.
_+_

Li** e outros “hidrogendides”, atomos despidos de todos os elétrons menos um).

e Esses hidrogendides representam apenas o comeco de uma longa histéria que

nos ajudara a solucionar as mais diversas estruturas eletronicas.

e Além disso, o estudo sobre potenciais centrais ajuda na criacao do formalismo

necessario para resolver problemas de duas particulas, quando a interacao entre

elas depende apenas da posicao relativa.
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Potencial Central

Revisao de alguns resultados classicos, quando V' (¥) = V(). = ./15»7
F=-VV(r) VT B ¢ radial y .
= — r)=——- é radial.
dr r O
. L. - o i, = - ,
Na mecanica quantica, usaremos que V = o ﬁr X L e que L tem derivadas
ror hr

apenas com respeito a 6 e .

Se F aponta na direcao OM, quanto vale o torque com respeito a O?7 O torque

, L= L dL ,

é nulo, pois T=7r X F'=0 e como 7= E =0 conclui-se que o momento angular
L=7x p é uma constante de movimento.

Note que a trajetoria da particula esta no plano que passa por O e é L L.

Para explorar isso, divida a velocidade da particula nas componentes paralela e

d - —
perpendicular a 7, conforme a figura. Note que |¥,.| = d—:; v, !
Fx ot L - " v O
Pxig= XM Y as Fx T =X dL oL = prlEl] M
7 p O
Assim, a energia total fica E = 1u|0]° + V(r) = 1u|8. " + 2u|T.|* + V(1)
7|2
na Mecanica Cléssica E = 2pu|t,|” + | ‘2 + V(r) A, A
2pr ¥ 2
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e A Hamiltoniana classica pode ser escrita por H = — + + V(r), onde

20 2ur?

B dr
usamos que |p,| = p, = pw, = p— e |L| =

Hat

o I importante definir o momento angular em coordenadas esféricas em termos

dos momentos lineares pg e p,. Isso ¢ feito no apendice III do nosso texto e é
Vp =T

dado por L? —p9—|—

72 pgo O roteiro desta deducao comeca em < vy =10
sin

Vo =7sinfp

que permite construir a Lagrangeana do sistema £ =T — V, e os momentos

Dr = % = pr
conjugados das variaveis r, 6, e © ¢ pg = g—g = ur 29
p(p:a—ﬁ—,ur sin? B¢

dg; _ OH
dt 8p¢
dpi _ _OH
dt 3q,-

e As equacoes candnicas que podem ser escritas por {

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

3 dp.  &Pr  8H O+ +V(e) 2 v

Ogg —_— _— = —— = — —_— O bl ﬁ

0009%9 a ~ Mare or or urd o probiciiia fea
o%° L? R

MAPLma  Peduzido a um problema unidimensional com Ver = V() + ¥ 3
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Potencial central na Mecanica Quantica

P? L?
A Hamiltoniana Quantica podeser escrita por H = 2T + 53 +V(R). O espectro
po 2pur

de energia possivel é obtido com a solucao de H|i) = E|1), que na representagao

h2
das coordenadas, fica Hi(7) = | — Q—A—I—V(T)}w(r) = Ey(7) com A=V?eigual a
v

182+1(82+1 a+ 1 82)
7 Or? r2\0602  tanf 00  sin? 0 Op?
Usando a forma do operador L? na representacio das coordenadas (capitulo 6),

pOdGIl’lOS escrever

h? 1 02 N 1
— 7
20 1 Or? 21?2

onde L? tem toda a dependéncia angular.

H =

L? +V(r)

Nosso problema fica reduzido a solucao da equacao:
h? 1 02 1
_—— L2 V ] ) 97 — E Y 07
gt gal V)8 0 =E(r6,¢)
Para a analogia entre a mecanica classica r quantica ficar completa, deveriamos
R, K19 1 92

R - <
notar que PT:%(EP‘i_PE) %;;Er PE:_FLQFWT

—
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AF?S;S Separagao de variaveis na representacao das coordenadas
ula 2 2

P L
e A Hamiltoniana H = —"+ +V(R),comuta com L? e L,, pois 2
2 2ur?
ambos comutam com L2, P, e V(R) — lembre que L atua somente H’r T
nas coordenadas 6 e . Isso fornece [H, L?] = [H,L,] = [L?,L.] =0, /=, Yy
e sugere que 9 (7) seja autofuncao simultanea das 3 observaveis. &/, v
Hy(r) = Ep(7)
e Ou seja, estamos procurando ¢ L2 (7) = £(£ + 1) (F)
Lp(r) = mhap(r)
o que sugere (1) = R(r)Y,;"(0y), pois, como vimos, a harmonica esférica é
L2Y™(0p) = £(£ + 1)R2Y,™ (0
solucao das equacoes definidas por L? e L, em( 2 ( +m) ("(09)
LY (0p) = mhY ;" (6p)
e Insergao da forma de ¥ (7) em H(7) = Ey(7) leva a
| Lo Ly )| B0, )= BRG)Y™ (0, 9) d
=, r r = r ue pode ser
% 2,LL7“(97“2 2/17“2 14 y P 12 ) d P
| ?% dividida por Y, (0, ¢) e fornecer uma equacao para R(r), isto é:
3 7m
0330 g
sz, h21 02 {0+ 1)R?
0% [_ﬂ;ﬁer S —I—V(T)}R(r):ER(r) §"’A A
MAPLima il
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F689 Separagao de variaveis na representacao das coordenadas
Aula25 o Resolver a equagao radial HyR(r)=FER(r) é resolver H[{))=E|¢), desde

que possamos encontrar solugoes quadradicamente integraveis (no sentido

amplo) e que sejam diferencidveis em todos os pontos. E importante notar
que o laplaciano, em coordenadas esféricas, nao esta bem definido em r=0.
Estudaremos melhor essa questao.

e Para um dado par (k,¢), resolveremos a equacao radial e construiremos o
subespaco £(k, ). Note que a equacao depende de ¢ mas nao depende de m.
A solugao serve para todos os 2¢ + 1 estados de E£(k, ¢) associados a cada /.

e Chamando de Ej ¢, o autovalor associado a um vetor de £(k,¢), a equagao
que precisamos resolver fica:

h2 1 92 00+ 1)h?
["§EEE£ET*‘ 2412 +‘/“ﬁ]ka@0‘“EhﬂRhﬁmﬁ

1
e Para simplificar chame Ry ¢(r)= —ug ¢(r) e multiplique tudo por r para obter:
r

{ B h? d? 00+ 1)h?
241 dr? 2012

uma equacao de Schrodinger em uma dimensao para o potencial efetivo

+ V(T)] Uk ¢ (7“) = Ek7guk,g(7“),

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

=7 00+ 1)R?
900 Vee =V(r) + (QW’Q) N
MAPLima ¥ |6
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e e L+ 1)h
o V(ir)=——=Vyg=——+ L+ .
r r 2012 .
2
+£(£2:i)2h domina r» — 0 1 82, Cap. / O texto
Note que
—% domina r — o0

Todos os potenciais efetivos (V £) tem regiGes negativas o
{ = 1///!

(abaixo de seu valor em r — 00) e admitem, portanto,

estados ligados.

0(4+1)R?
—Voser<a V—I—(Jr% ser <a
o V(r)= = Veor = £(€—|—1)h2
Oser >a 55— Ser>a
ur
Vet T\
( Z . / \\
§ FE1 é uma energia do continuo NS
N 212
% K
g Note que ¢ E5 é um estado quase ligado e s .
o (P2 \\
P FE < 0 sao estados ligados
Q0o N ' o A
| W,
MAPLima B i Y 7

UUUUUUU



R Potencial central bem comportando da origem
s 2 Suponha que quando r — 0, V(r) permanece finito, ou pelo menos va para

infinito menos ou tao rapidamente quanto 1/r (potenciais que divergem mais
rapidamente que o Coulombiano em r = 0 ficam fora dessa discussao).

e Nestas condicoes, suponha que lin% Ry ¢(r) ~ Cr®. Substituindo na equacgao
r—

h* 1 02 ((€+ 1)h?
[_ﬂFﬁr T T V(T)}R’“’E(”_EMR’“"(T)’
21 92 1)h2
temos: —S—MF%TOTS + 6(622T2)h Cr® + V(r)Cr®=FECr®, ou ainda
2 1 1 2
_%;05(5+1)r3_1+€(£22r2)h Cr®+ (V(r)—FE)Cr®=0, para finalmente
h2
—-C(s(s+1) = L(+1))r"+C(V(r) = E)r* =0
0

"~

termo dominante: faga-o zero independente de V ()

—14/1+4((+1)
2
s={ . lim, o Rg¢(r)~Cr® (chance

s(s+1) —L(l+1)=0= 5 +5—L({+1)=0= 5=

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Qo
5
Qoo . ~ . ’ .
Qg%%” Com isso temos duas solugoes | zero na origem se £ # (), como o classico)
Qo
g s=—0—1 . lim,_0Rpe(r) ~ Tg% NS
v .' 8

MAPLima ey
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F89  Estados estacionarios de uma particula em um potencial central

Aula 25 : 1
e O laplaciano de s

Y," envolve a lgsima derivada de §(7) (ver apéndice II).
Assim, ficamos apenas com a lir% Rio(r) ~ Or* = up o(r) = 1Ry e(r) e ..
T—

: bl
}1_I>I(l)uk,g(7°) Cr

e Isso implica que lin%) Up.o(r) = upe(0) = COT =0V L= upe(0)=0¢a
r—
condicao de contorno necessaria para a equacao
[ h? d? N 0(¢+ 1)R?
241 dr? 2412

e Numeros quanticos de um estado estacionario

+ V(T)] Uk ¢ (7“) = Ek’guk’g(r),

Vimos que para potenciais centrais, as autofuncoes de H sao autofuncoes de

L? e L, e sdo escritas na forma vy ¢, (7) = Ry (r) Y™ (0, p) = uk’£<r)nm(9, ©).
r

Os ntmeros quanticos (¢, m) associados & L* e L, ja estdao definidos. Note,
entretanto, que k associado a energia, podera ser discreto (estados ligados) ou
continuo (estados do continuo).

e A equacao de autovalor de H que inicialmente envolvia derivadas parciais com

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

respeito a r,6 e , foi substituida (gragas a conservagao de momento angular)

95°  por uma equagao diferencial envolvendo somente a variavel r, apenas gl #F
: : g
MAPLima  dependendo parametricamente de £). il
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Estados estacionarios de uma particula em um potencial central
As solugoes quadraticamente integraveis de Ve, (1, 0, ), precisam satisfazer

///r2 Sinedrdedgowkgm(r,e,gp)}z =1,

fooo r2dr|RM(r)‘2 — fooo dr}ukg(r)f

=1
que pode ser separada em

[ [ sin@dode|Y,™ (0, @)’2 =1 (conforme definimos)

As solucgoes do continuo devem satisfazer:

/Ooo r2dTRk’€(T)Rk£(T) — /OOO dr uk/g(r)uke(r) — 5(]6/ . k)

Note que tanto as solucoes discretas como as continuas sao bem comportadas
na origem.

k — Ek’g — H
As solugoes Ypem (1,0, ) tem 3 indices ¢ £ — £({+1)h? — L?

m— mh — L,

k — numero quantico radial
Nomenclatura { ¢ — niimero quantico azimutal

m — numero quantico magnético

Conforme previmos Rye(r) nao depende de m e a parte angular R
Y/ " (0, p) nao depende de V (r). v 10
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T2 e As (20 + 1) fungoes Yrpm (1,0, ¢) com k e £ fixos e m variando entre —¢ e ¢

sao autofuncoes de H com o mesmo autovalor Ej . Essa degenerescéncia ¢
chamada essencial.

e A degenerescéncia essencial é devida ao H nao depender de L,.

e Agora é possivel que

Eyx = Ey ¢ (para certos potenciais)

Ve

degenerescéncias acidentais
e Na préoxima aula veremos que o potencial Coulombiano é um exemplo notorio
de potencial que possui degenerescéncias acidentais.
e A equagao para Ry, aceita no maximo uma solucao fisica para cada L ¢.
Lembre que equacoes diferenciais de 2a ordem aceitam duas solucoes, mas

jogamos uma delas fora.

para cada k e £ — 3 um Ry, ¢(r)
Assim -, H,L? e L, formam um CCOC.

para cada par (¢,m) — 3 um Y, (0yp)
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