EOIOI - Equacdo de onda de Schrodinger independente do tempo
ulia

Vamos considerar |a) = |a’) um autoestado de um operador A que comuta

com H(t) = H. Como ja vimos, nestas condicoes, a equagao de Schrodinger:

7 9
sem dependéncia 1h— |a/, to; t> = H|a’, to; t>
explicita no tempo ot para facilitar
—iE gt
tem solugdo simples e igual a: |a’,to = 0;¢) = exp ( ! ha )|a’). Substituindo
esta solucao na equacao de Schrodinger na representacao das coordenadas
0 h?
iho (X'|a,to = 0t) = — = V"2(x'|a’,to = 0;1) + V(x') x|/, to = 0;1),
ﬁ2
temos: F, (x'|a’) = —2—V’2 (x'|a"y + V(x')(x'|a’), uma equacao diferencial
m

que define autoestados simultaneos de A e H. Poderiamos ter feito isso sem

o auxilio da observavel A. Bastaria ter tomado A = H. Com isso, obteriamos

a equacao de Schrodinger independente do tempo:
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Equacao de onda de Schrodinger independente do tempo

h2

Para resolver a equacao — 2—V’2u (X)) + V(X ugp(x') = Eug(x') é necessério
m

estabelecer condigoes de contorno. Se £ < lim V/(x'), V direcao de x’, entao

|x/|—o00

up(x’) — 0, quando |x'| — co. Fisicamente, isto significa que a particula estd

confinada (ligada) em uma regiao finita do espaco.

Importante

(1) E conhecido da teoria de equacoes diferenciais que sé existem

solucoes da equacao acima para certos valores de E — nasce

aqui a quantizacao dos niveis de energia.

2) O problema se reduz a resolver equagoes diferenciais com
condicao de contorno: problema similar ao existente em

mecanica de molas e membranas.

3) Neste curso consideramos que o aluno tem experiéncia em

resolver a equagao acima, especificamente: a) tenha resolvido

problemas unidimensionais, caixa e barreira — discreto e

continuo, com reflexao e transmissao; b) familiar com solugoes

do oscilador harmonico simples; e ¢) atomo de hidrogénio; e R
[~

d) familiar com o conceito de espectro discreto e continuo. ¥ 2
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FI0O0| Interpretagoes da fungao de onda
Aula 10

J4 vimos que |a, tg;t) = /d?’az’lx’><x’|a,to; t) define uma densidade

de probabilidade igual a p(x’,t) = |¢(x', ) ‘ |(X’|a,t0;t>‘2.

Especificamente, se queremos encontrar a particula dentro de um
elemento de volume d°z’ ao redor de x’, a probabilidade de um

resultado positivo no instante ¢ é p(x’, t)d>x’.

Se a probabilidade muda em um determinado volume - cresce ou
decresce - ela deve mudar de forma inversa fora dele - decresce

ou cresce, pois a probabilidade de encontrar a particula no espaco
todo deve se manter igual a 1. Isto sugere que deva existir uma
equacao de continuidade similar a de diversos problemas de fisica

classica:

dp
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gg — (x',t) + V.j(x',t) = 0.
Oo O ot
&§000 L cl:laqw para fr.ent‘e,
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Interpretagoes da fungao de onda

)
A da equacao de continuidade 8—';( ')t) + V.j(x',t) = 0, quando integrada em

um dado volume nos leva a:

/ d3x’@( ’,t)+/ dPr'V.j(x',t) =0
Volume ot Volume

que, por meio do teorema do divergente, permite escrever a expressao:

0
—/ P’ p(x',t) = —/ j(x',t).dS
ot Volume Superficie

e que é interpretada como: a taxa de probabilidade (ou carga, ou fluido, etc.)
que entra ou sai do volume, é igual a taxa que passa pela superficie que envolve

este volume.

,O(X/, t) N probabilidade

volume

Note as unidades:

j(X/,t) N probabilidade

areaxXtempo

Em mecanica de fluidos, voceés ja viram:

, . dSvdt
Fluido com _>; } dsS j = P Toq PV
velocidade v e
densidade p vdt N
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Fl001 Interpretagdes da fungdo de onda
Aula 10 Quanto vale a densidade de corrente de probabilidade j(x',t) na mecanica

quantica? Para isso, calcule primeiro

op 0

I\ () / _ O wio / *(x! 0 !
1) = o (0" (K DK 0) = (50" (K D)) + 0 (1) (50 ()

(use iR (X' 1) = =2 V2(x', 6) + V(X ) (x, 1),

e depois ¢ lembrando que V(x')* = V(x')

| € compare com %(X’,t) + V.j(x',t) =0,

= ' h
§ para finalmente obter | j(x',t) = — (VyY* )] = —Im(yp* V)
3 m m
g
G
R g O j(x',t) deve estar relacionado com o momento p. Para ver isso, calcule
933 C’ g 1 (p)

> h h 1

[ : 3 S _ 3% o * - _

By, [ i = o [ @ Ve + GVl = o)+ B) = B
Qoo §\"',A.,.
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Aula 10 N, inicio, Schrodinger foi levado a interpretar |1 (x’, t)
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Interpretagoes da funcao de onda
? como uma densidade

real da matéria, ou ainda e|y)(x’, t)|* como densidade da carga elétrica. A idéia

era que a matéria (ou carga) ficava espalhada e quando se fazia uma medida,

ela colapsava para um ponto. A interpretacao estatistica de [y (x/, t)|2 como uma
densidade de probabilidade foi dada por M. Born. Para melhor compreender o

significado da funcao de onda, vamos escreve-la da seguinte forma:

S(x/,t
Y(x',t) = /p(x/,t) exp (%), onde S(x',t) é real e p(x',t) >0
Isso vale, pois qualquer niimero complexo pode ser escrito desta forma. Sabemos

o significado de p. E o de S(x',t)? Para ver isso, substitua a expressao acima em

h
j(x',t) = —Im(¢*Ve)) e obtenha
m

5 h iS(x' .t iS(x' t
550 = S m{ Ve e (— 0 VViee e (P50,
; : > i
S
g o o
geste termo é {V+/p(x',t)}exp (%) + +/p(x',t) exp <%)%V§(X’,t>
/
t
99° Com sua substituicao, temos: j(x',t) = p(x/, t)M N
m ¥
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Interpretagoes da fungao de onda

G
¢ uma fase em 1 (x',t) = \/p(x’/, 1) exp (%) Fase que tem
VS(x',t)

S(x', 1)

informacao essencial para j(x',t) = p(x’,t) , pois, se constante

com respeito & x’, j(x',t) = 0. Comparacao direta com o resultado para

VS(x/',t) ,

fluido classico, induz a idéia de que é uma espécie de velocidade.

m
E tentador escrever a equacao da continuidade exatamente como a de

fluido classico, isto é:

ap CC 2 _ G,y VS(X/7t)
8t(x t)+ V.(p“v”) =0, com “v” = p-

Considere um exemplo simples: uma particula livre. Neste caso a funcao

de onda é dada por:

) ip.x’ bt
t —

onde p ¢ o autovalor do operador momento. Note que, neste caso,

S(x',t)=px —Et e VS, t)=np.
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FIOO| O limite classico iS(x'. 1)
Aula 10 Comece substituindo a expressao ¢ (x',t) = \/p(x',t) exp (—7) 1a

h

equacao de Schrodinger

. 8 / h 2 / / /

tho ¥(x, 1) = — o —V7(x, 1) + V(x)y(x, 1)
e obtenha a seguinte expressao:
0P

G aﬂ
h? i

:—%[VQWJF( )(Vf) (VS)——\NVSI2 + (GIVPVES] + VoV

No limite classico, A é considerado muito pequeno. Observe que temos
termos em A, A', e A%. O limite classico é obtido mantendo os termos

em A e desprezando todos os termos que dependem de % e A2. Isso dé

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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D
&C?S 02, €2 funcao principal de Hamilton. Veja “Classical Mechanics”, H. Go\i‘(%;temi

MAPLima 2a edicao, pag. 445. =¥ | 8
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O limite classico
No caso de um estado estacionario, H nao depende do tempo e classicamente

a funcao principal de Hamilton é separavel e pode ser escrita por:
S(x',t) = W(x') — Et, onde W(x') é a funcao caracteristica de Hamilton.
O momento na teoria de Hamilton-Jacobi é dado por: P.isssico = VS = VIV,

Como pode ser visto em “Classical Mechanics”, H. Goldstein, 2a ed., pag. 448.

Solucoes elementares da equagao de onda de Schrodinger

E instrutivo e 1til olhar para algumas das solucoes mais simples da equacao

de Schrodinger independente do tempo.

— —Viup(x) + V) ug(x') = Eug(x))
Passaremos rapidamente por :

( 1) Particula livre em 3 dimensodes

3 casos: { 2) Oscilador Harmoénico simples

| 3) Potencial Linear
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FIOO| Particula livre em 3 dimensoes
Aula 10

Neste caso V' (x) = 0. Consideraremos solu¢oes no espago tridimensional e em
coordenadas cartesianas. O problema em coordenadas esféricas sera tratado no

capitulo 3. A equacao de Schrodinger independente do tempo, fica

h? 2mE
—V?ugp(x) = Bug(x) — V2ug(x) = — m2 up(x)
tirei a Iinha 2m / h
do x para facilitar p I'mE p2
onde definimos k = T tal que o k? = k2 + k; + k2
Usando a estratégia de separagao de varidveis com ug(x) = uz(2)u, (y)us(2),
1 d*u, 5 1 d?u, 5 1 d*u, 5
chegamos em [a T2 T ko] + [uy dy + k.| + [u—z T2 T k2] =0

Como sao coordenadas independentes, separamos em 3 equacoes com solucoes

do tipo uy, (w) = ¢y exp (tky,w), para w = x,y, z. A solugao geral fica

up(x) = cpcyc, exp (tkyx + ikyy + ik, z) = Cexp (tk.x)
TS sem perda de generalidade,
considere C real
a constante de normalizacao apresenta as dificuldades usuais resolvidas com as

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
95:
Oo

d’) funcoes deltas de Dirac. Usaremos aqui a normalizacao da caixa grande, onde o
ggooo o espaco ¢ considerando um grande cubo de aresta L. RN
MAPLima % |10

UUUUUUU



FIOO|
Aula 10

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o
5] g;
%
G T
Qoo
MAPLima

Particula livre em 3 dimensoes
Impondo condigoes periddicas de contorno em ., (w) = ¢, exp (ik,w)
Uy (W 4+ L) = ¢y exp (tky(w + L)) = uy(w) = ¢y exp (tky,w),
2T 2T 2T

fnxa ky = fnya k. = fnzw

com ny,ny, € N, inteiros. A constante de normalizacao C' pode ser

para w = x,Yy, € z, temos k;, =

obtida pela condicao

+L/2 +L/2 +L/2
1= / da:/ dy/ dzuly(x)up(x) = L?C? — C = 1/1)3/2
—L/2 _L/2 _L/2
1
- [,3/2
p? h?k? h? 2m
2m  2m 2m( L
Degenerescéncia? Multipla. A ébvia seria =+ n,, £n,, £n,. E

que permite escrever ug(X) exp (ik.x) com

E —

)*(n2 +n2 + n?)

interessante calcular o nimero de estados N entre F' e F + dFE.

_dN
==
usada para somar um continuo de estados, quando fizemos a troca

Melhor ainda, é calcular a chamada densidade de estados p(FE)

%: — /dN — /dEp(E) (ver slide 11 da aula 7) S o

'4‘.\'
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FIOO| Particula livre em 3 dimensoes

Aula 10 o -
1) raio k| = |n| e largura d|k| = M
Casca esférica com
2) todos os estados nesta casca tem F = h;lfj
h?|k|d|k
Assim, d|N| = 4nn?d|n| e dE = A eldk] nos leva a
m

(B) dIN|  4mn?d|n| 4mmn®dln]  4mm ( L ) K ’2d|n]

P T A T RMA T R[] dk|  R2[K|\2¢ d[K|
47rm( L ) K ’d|n\ 47Tm( L )2 V2mkE d|n|

TRz ‘on/ Tk T R2 ‘2r/ R dK|

_dmm L 2vV2mE L  m?3?EY2L3

h?2 (271') h 21 \/2r2R3

Em um céalculo real tipico, a densidade de estados serda multiplicada

§ pela probabilidade, que envolve ug (x)ug(x). Como, ji vimos

3

© 1

é up(x) = 7373 CXP (ik.x) e a dependéncia com L desaparece.
goo g Para a particula livre, temos: ¥(x,t) = ! exp (ik.x — @)
933 (P P ’ el = e P

., , 0 hk 1 . Bk
&c?goo e j(x,t) = —Im(zp Vi) = — 73 com W =-——ep=

MAPLima «¥ ]2
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FI00| Oscilador Harmonico Simples
Aula 10 Considere o problema de um oscilador harmonico simples em uma dimensao.

A equacao de onda a ser resolvida é:

L () + Smetatup (@) = Bus(o)
— ——up(x) + —mwr‘ug(xr) = Fug(x

2m dx2 2 & B

A estratégia para resolver o problema é usar o conceito de funcgoes geradoras.
- Hy==+ =,/
Para isso, reescreva a equacao, usando )y zor (OO maw
2) e =3
- )
e obtenha a nova equacao ﬁu(y) + (e —y“u(y) =0
Y

Para y — 400 a solugao u(y) precisa tender a zero, caso contrario nao serd

normalizavel e perdera o sentido fisico. E possivel definir o comportamento

§assimpt(’)tico, desprezando o termo em ¢ e mantendo o em y2. Isso feito, temos:
d2
& u se comporta como w — ) sw(y) — y w(y) =0 — w(y) o exp (£42/2) e u(y)
S Y
g | , h _ dh
s O g pode ser redefinido por u(y) = h(y) exp (—y*/2) 3 de— +(e—1)h=0
23:( B —_— y Y
0% 3

G T ’

Qo0 a so’Iugio com sinal négativo &‘"’A s
MAPLima é fisicamente aceitavel. ¥ 13
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Oscilador Harmonico Simples
Tradicionalmente, neste ponto escolhemos uma expansao polinomial para h(y)

que deve satisfazer a equagao:l| — — 2y— + (e —1)h =0

Igualando coeficientes de monomios de mesma ordem, encontra-se uma férmula
de recorréncia entre os coeficientes de monomios de diferentes ordens e ao notar
que o polinomio de ordem infinita explodiria mais rapidamente que w(y), exige-
se que a série seja terminada. Isso define solucoes com polindmios de ordem

finita (polinomios de Hermite) e quantiza a energia.

O texto usa uma fungao geradora g(z,t), definida por:
o tn
g(x,t) = exp (—t* + 2tx) = Z Hn(x)ﬁ
n=0

e mostra que os polinomios H,, satisfazem a desejada equacao de Schrodinger.

1)e — 1 = 2n com n, inteiro nao negativo

um resumo: § 2)u, (z) = ¢ Hy (21/72) exp <_m§)hx2)

3) f_Jrocf H, (z)H,,(x) exp (—2?) = 7/22"n!6,

As lacunas ficam para vocés preencherem. = 14
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