FIOO|
Aula 11

c
=

MAPLima

Instituto de Fisica Gleb Wataghi

O Potencial linear

Neste caso V(x) = k|x|, com k constante e positivo. Para F = ka, note pontos

de retorno classico em x = +a. A equacao de Schrodinger independente do

W d? V()¢
tempo, fica — %@uE(X) + k|lz|up(x) = Fug(x)

>
’ , - , . +a x
E possivel transformar este problema em um outro, onde s6 lidamos com valores

de x positivos. Para isso é preciso observar que a Hamiltoniana (escrita aqui na
representagao das coordenadas) tem paridade par, isto é H(—x) = H(x). Como
consequéncia disso, as autofuncoes terao paridade bem definida, ou seja, ou sao
fungoes pares ou sao funcoes impares. Fungoes impares tem propriedade f(0) = 0

e fungoes pares tem a propriedade f'(0) = 0 (pois f(x) tem um méximo ou

minimo em x = 0). Assim o problema, s6 para x > 0, pode ser dividido em dois,
se adotarmos as seguintes condi¢oes de contorno para ug(x) :
d
[1] Para fungdes pares, up(—z) = ug(x) — ﬂ(0) =0e lim ug(x)=0
dx T—>00
2] Para fungbes impares, up(—z) = —ug(z) = ug(0) =0e lim ug(z) =0
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h? d?
Agora, vamos transformar a equacao, — Q—F’LLE(QZ') + kzug(r) = Fup(x)
mdzx
de forma que fique sem unidades. Para isso, considere | y = — e e = o
xo 0

2 d?
2ma3 dy? un(y)

Esta escolha nos leva a — + kxoyugp(y) = eEyug(y) ou

d? kaxg 2m8:r;(2)E0 338 = TZ—Q,C — Lo = (2—1)1/3

d—y2uE(y)_ 72 yugp(y) = — ) up(y) — By = nf;  Fy = hif?)1/3
0

d? d?

GrztE )= 2y—e)un(y) = 0 use |2 = 23y —e) — Tup(z)=zun(2) = 0

-~

- a

Equacao de Airy

(. — —_ z _E .. _ . E
z—0—>y—5—>xO—EO..x—ono

/\ /\\\ comoE:kaeg—%:%, temos r = a.
2 M ‘ Assim, identificamos:
v |

0.5

2z =0 (z = a) ponto de retorno classico

z < 0 (z < a) regiao classica permitida

10 0 0w | z>0 (x> a) regido classica proibida
g A
FIGURE 2.3 The Airy function. %‘\é 0
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Aula || Chamando de Ai(z) = ug(z),a condigao de contorno na origem pode ser

vista da seguinte maneira:
sex=0=2=2Y3(y—¢) = 21/3(£ —€) = —21/3¢
\ 37()/
( 1) Par — 92(0) =0 — L Aj(z = —21/3¢) = 0 zeros da derivada
b 2) Impar — ug(0) = 0 — Ai(z = —21/3¢) = 0 zeros da funcio de Airy

os zeros da funcao de Airy (ou de sua derivada) definem as energias (€) que
fornecem as condicoes de contorno corretas na origem. Note que, novamente,

a condicao de contorno é que quantiza as energias do sistema.

g’? Ai'(2) = 0 para 2z = —1,019; 2 = —3,249; z = 4,820;. ..
o)
_§ Ai(z) =0 para z = —2,338; 2 = —4,088; z = 5,521;. ..
i
3 E 1,019
;8°<’ g O estado fundamental é: ¢ = 1,019 x 271/3 = o E = 5173 Ey
GEY i - 0
02> o 5 ponto de retorno classico E 1.019
&é’o%o com uma distancia caracteristica de CIZ‘\: a="=pX _ > 0
Lk L Eq 21/3 &"’A -
a¥
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,IZOIOII I Neutron como bolinha quantica pulante
ula
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SO passa se atingir
+ essa altura
1x 1072 _____T_ [ ]
F - ;
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Ah, pm
Para o neutron quéntico saltitante, pegamos sé as solugoes impares (zeros de Aq)

£ Estes zeros, achados com Ai(z) = 0, aparecem em z; = —2,338; 29 = —4,088;
§2’3 = —95,021;...
B
©) hQ 1
S . /3
@ Os dados do experimento fornecem xg = (—2) = 7,40um.
o m=g
0 3
02, g _ 2,338 _ E .. __ 2,338
ogg 7 E1 = 51/3 com Ir1 = E—OLEO = Si/3 o — 14um
%) £
- , 4,088 __ E . __ 4,088
0&33%3 Assim temos: < g9 = Si/5 COM T2 = 7o = 5173 L0 = 24um
° 5,521 E 5,521 o
. €3 = S5 COM T3 = 7-T0 = 73 To = 32UM A
0 4~\’ 4
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FIOO0| Aproximagao semi-classica VWWKB
Aula 1 WKB (Wentzel, Kramers, e Brilloin), é uma aproximagao semi-cldssica que
explora limites onde h pode ser considerado pequeno. Em suma, a idéia é

escrever a funcao de onda como

o) = VD o (D)

e explorar a validade das aproximacoes para S. Para facilitar, consideremos

o caso unidimensional. Lembre que para o caso estacionario, temos

Sty Wie) — Bt AW _OWds OW _0Sde _ do
* CAUC T T o at T ot T oxat Pt

W= /p dt = / pdr = :I:/ V2m(E — V(x')da' pois,

CH=2—+V( z') = E. Assim, temos: S(z,1) / V2m(E —V(z')dx' — Et
= m
g Para o caso estacionario, temos a—i = 0. Assim, a equacao da continuidade fica
g
2 0 VS d
2 e V.j =0 — j = constante (uma dimensao). Vimos j = PYo _ ﬁ—S(a: t)
52, 2 ot m m dx
Oo O j cte

d
ﬁooo —>,0%W(§c,t):cte.'. +p/2m(E —V(z) =ctee .. \/p= Om(E — V()

Qoo 4@”“‘-'
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Aproximagao semi-classica WKB

cte 1 : :
X — quanto maior a velocidade,

2m(E — V(z))Y/* " \/Vclassica

menor a chance de encontrar a particula no ponto.

Note que /p =

Assim, inserindo /p e S na expressao de v, temos a aproximacao WKB:

1Bt

VD= (s iteV(x))l/4 exp (£ %/ Vm(E = V(a)de' — =7)

Antes de explorar melhor esta solucao aproximada, vejamos o que significa h
pequeno. Entre outras, consideramos (slide 8 da aula 10)

d*W dw

hlV2S| << |[VS]? — h| | << d—lz (S =W — Et, e unidimensional)
p hk = h2T i X:E—>5\: diviv = i

Y o T T T A T e Vi)
d>W d mr m| 2%
I = 2 L am B V@) = |~ | d
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FIO0| Aproximagao semi-classica WKB

Aula |1
. N 7 4 aw ,
Assim, a condigao A| T | << |—| pode ser reescrita por
T dx
1 1 |V h \ . 2m(E — V (x))
mdQW | W2 = —sr > |M L S>> A2 A << v
dx? dx? dx? dx
dv
que ¢ satisfeita quando |—\ ~ 0 e nao é satisfeita quando V(z) = E. Uma
d av
forma de olhar isso é através da expressao: i >> V]
A 2m(E — V(x))
N N _— g
Numero de comprimentos de onda dentro /' /

do intervalo dx que o potencial varia dV. A wvariacao relativa do potencial

precisa ser pequena em muitos

comprimentos de onda.

Pense neste outro argumento: para construir um pacote de ondas com momento

relativamente bem definido é preciso combinar ondas com momento p ~ py. O

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o

35 (’ tamanho do pacote é da ordem de um comprimento de onda (). Se o potencial

g varia dentro do tamanho do pacote, efeitos quanticos ocorrerao e a aproximacao
O Q9

falha. N Y
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Aproximagao semi-classica WKB

A solugao para ¥(z,t) foi deduzida para a regiao classicamente permitida,

onde E — V(x) é positivo. Consideraremos, agora, a regiao onde E — V()

é negativo (classicamente nao tem sentido). Faremos isso substituindo

diretamente \/E — V(z) = i\/V(z) — E na expressao de 1 (z,t), ou seja,

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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w(xvt) —

(@ — vy P

cte / \/2m E)dz' — %)

Temos uma solugao para E > V(x) e outra para E < V(x). O problema é que

nenhuma das duas vale para F = V() (viola a condicdo A <<

Solucao: <

\

om|E — V(z)|
‘d_V
dx

(1) Expanda V(x) ao redor de ¢ (situacdo, onde V(zg) = E)

Vi(z) =V(xg) + ¢ o ‘m - (x — xg)

2) Use esta expansao e — % dd22 up(z) + V(z)ug(x) = Fug(x)

2
dci:Q Ug (33‘) o 27’1_73 Ccll_‘; T=x( (

3) As solugoes sao funcoes de Bessel de ordem + % Empate

r — xo)ug(z) =0 (equacao de Airy)

estd solugdo com as outras duas (a esquerda e a direita de xg).
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EOIOII | Aproximacio semi-classica WKB: poco de potencial
ula
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Solucoes WKB longe dos pontos de retorno cléssico:

K¢I(x) - (V(m)iE)l/‘l exp ( _ %fxxl \/Qm(V(x’) _ E)d:c/)

% 1r(@) = gy exp (£ 4 [ 2m(E = V(@))de')
S Y(@)4
o % ”ébII(ﬂf) — (E—V%x))l/‘l exp ( + % f;2 \/Zm(E' _ V(x/))dx/)
Do 2
%.O%O E 1 L (% / /
&g&%o \wlll(fﬁ) — (V(z)—E)i/% exp ( — 7 fx2 \/Qm(V(x ) — E)dx )
Qoo $",A p—
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EOIOII | Aproximacio semi-classica WKB: poco de potencial
ula
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Conectando as regioes com as funcoes de Airy, obriga a regra:

V1(2) = waytmms exp (= 1 [, V2V (@) - E)d)

regiao I — 1I

§ Yrr(r) = (E_V% y77 COS [hf V2m(E =V (2'))dx' — ]
o)
8
o % ¢III(£E) - (V(az)iE)l/4 €Xp ( o % f;z \/Qm(V(.CU/) o E)dﬂ?l)
gg Og regido III — 1II
d’é’wf’ . V11(2) = vy cos [ = 5 [y V/2m(E = V(a))da' + §]
Qo0 s et

=% 10

MAPLima il



FIOO|
Aula 11

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

o

03;

(P
&3000

Qoo
MAPLima

Aproximacao semi-classica WKB: poco de potencial

As solucgoes na regiao II deveriam ser iguais, a menos de um sinal. Assim:
2 1
E — —
¢11<$> - (E—V(J?))l/4 3
= +yP (z) =+ 2 cos | — ! /962 V2m(E =V (z"))das' + q
" (B — V()4 hJa 4
para isso, exigimos que os argumentos dos cos difiram em nmw. Ou seja,
1

[% /: \/Qm(E — V(a'))da' — %} — [— 7 /:2 \/Qm(E — V(z'))dx' + %} =nm

1) 1
Ou melhor, / V2m(E — V(a'))dx' = (n+ 5)7771 — fpdq = nh

7

" Jam(E =V (@))da' — 5 =

COS [ 1

T

A
Isso lembra a regra de
quantizacao da velha
mecanica quantica de
Sommerfield e Wilson.
R
¥ 11
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,IZOIOII | Aproximagio semi-classica WKB: uma aplicacdo
ula

Suponha bola pulando em uma superficie dura e sob acao de um campo

gravitacional. O potencial deste problema é definido por:

v_ mgx, para x > 0
oo para < 0

E

com pontos de retorno classico definidos por £1 =0 e 2o = —.
mg

Nao é possivel usarmos diretamente a solucao WKB desenvolvida , pois

tinhamos a hipdtese de que a onda vazava para x < x1 e aqui a funcao

é nula nesta regiao. 1D possivel, entretanto, usarmos a solucao WKB
desenvolvida, se considerarmos um novo potencial, V' = mg|z|, que é
igual ao do problema em questao para x > 0, mas difere na regiao de

x < 0. Lembrando que este potencial gera autofuncoes de H com paridade
bem definida, podemos considerar as funcoes impares do novo problema
como solucao do problema original, pois, as fungoes impares se anulam na

origem, conforme exigéncia da condicao de contorno do problema.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

(® ]
5] g;
%
837
Qoo N o
MAPLima “a¥ 12

UUUUUUU



FIOO |
Aula ||
8
O
5
g
5P
Qoo o
0% ]

33
Qoo

Qoo
MAPLima

Aproximacao semi-classica WKB: uma aplicagao

O novo problema tem potencial: V' = mg|z|, com pontos de retorno classico

_ _E
. . L1 = ~ing
1guals a:

_ E
Iy = +m—g

Para obter o espectro, basta resolver a integral:

E

mg

-4
/ V2m(E — mg|z|)de = (Nimpar + = )7h

1
2

Como o integrando é par, podemos escrever:

+ £
mg 1
2/ V2m(E — mgx)dx = (Pimpar + i)wh —
0

+£

0

’ V2m(E — mgz)ds = =

1
2

3 1 2/3
E, = { 30 24)ﬂ }(m92h2)1/3 comn =1,23..

I
2
3

1 1 1 1
(’nl’mpar + 5)7Th = 5(27’21 —1 -+ i)ﬂ-h = (n — Z>ﬂ-h
n_| WKB | Exato
2,320 2,338
4,082 4,088
L\"',‘ AN
5517 5,521 ¥



FI00] Aproximacio semi-classica WKB: exercicios extras

Aula 11 1) Use a aproximagao WKB para calcular os niveis de energia de uma particula
sem spin de massa m movendo em uma caixa com paredes rigidas em x =0
e x = L. Dica: usamos as funcoes de Airy para acertar a aprorimacao nos
pontos de retorno cldssico. Faca algo semelhante, lembrando que a expressao

correta da funcao de onda na parede rigida é ¥ (0) = (L) = 0.

2) Use a aproximacao WKB para calcular os niveis de energia dos estados s de

um elétron preso a um ntcleo de carga Z|e|. Dica: trate o elétron como preso

entre duas paredes rigidas emr =0er =a (com E =V (a) = a = —Ze*/E).

3) Use a aproximacao WKB para estimar os niveis de energia de um oscilador

harmonico unidimensional.

4) Use a aproximacao WKB para resolver o problema da particula saltitante no

campo gravitacional (slide 12). Nao use o truque de simetrizar o potencial.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Use o raciocinio do problema 1 (acima).
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. Problemas resolvidos em “Quantum Mechanics, concepts and applications”, Nouredine Zettili g"’:
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