FIOO| Revisao de Mecanica Classica: Leis de Newton
Aula |2

1) Dinamica de uma particula pontual

d*x
F=ma=m—+
dt?
Se o problema é um sistema de n particulas, vale
d’x; .
F,=m dt;’ 1=1,..n
Se todas as forcas puderem ser derivadas de um potencial, a equacao fica
d’x;
mge = Vi,

onde

V=2 Vi) 3 Vilxi —x;) = Vi(xi)

d’y; oV

i=1,2..n4 m;

= i<

§ Em coordenadas cartesianas, o movimento do sistema é descrito por 3n
B ~ : ..

S equacoes diferenciais
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Revisao de Mecanica Classica: A Lagrangeana

2) Monta-se uma Lagrangeana. Como? De forma que ela produza as equagoes

de Newton corretas:

L = L(qi, ¢, 1)

4oL 0L
dt 0g; g

=  Equacoes de Lagrange.

~

Se o problema é um sistema de uma particula (vale para n particulas também),
sob acao de uma forga derivada de uma energia potencial V(x;), a forma da

Langrangeana é:
1
L=T-V=) -m%;—V(x
: 5 X (x;)

Esta Lagrangeana gera as equacoes de Lagrange

equivalentes as (como esperado) equacoes de Newton do sistema.
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FI0O0| Momento conjugado da coordenada generalizada
Aula 12 3) Define-se 0 momento conjugado da coordenada generalizada ¢; por

)
p'?/ - aq-z7

onde p; e ¢; sao varidveis dindmicas fundamentais (coordenadas canodnicas).

Para o caso do slide anterior, o momento canonico é dado por: p; = mx;.

As coordenadas candnicas viram operadores na Mecanica Quantica.

Nem sempre L =T —V

Se o problema é de uma particula que esta sob a acao de uma forca de Lorentz
F = q|E(r,t) + 1 x B(r,1)],

a Lagrangeana que fornece a equacao de Newton para esta forca é

1
L@JJyzim#+qu@¢y—ﬂmnw,

onde A(r,t) é um potencial vetor — B(r,t) =V x A(r,t)
0
e U(r,t) é um potencial escalar — E(r,t) = —VU — aA(r,t).

Ambos A(r,t) e U(r,t) podendo depender explicitamente de t.
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FIOO| Principio de Minima Agao

Aula 12 4) O principio de minima agao pode ser escrito como:

“De todos os caminhos (A) possiveis no espago-tempo conectando (qq,tq)

com (qp,tp), 0 caminho que realmente € sequido, € aquele para o qual a

acao € minima’.

A acao é definida por: 0

ty
Sy = / dt L(ga (1), da(0); 1),

~\~ qa

Lagrangeana

I

I

I

-

ta tb

onde, o integrando depende apenas de t. Para escrever a acao, € preciso
conhecer a dependéncia temporal de g (t) e ga(t) e coloca-los na expressao

da Lagrangeana. O par ga(t) e ¢a(t) define uma trajetoria A da particula.
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EOIOIIZ As equacoes de Lagrange nascem do Principio de Minima Acio
ula

Vamos ver como as equacoes de Lagrange podem ser deduzidas do principio
;. ~ / . . . . .
de minima acao. Suponha A" um caminho infinitesimalmente diferente de A.

Para construir A’ é preciso manter fixos os pontos ¢, (t4) € qp(t).

q (t) = q(t) + dq(t) — mas, com dq(t,) = dq(ty) =0 1o
. dg'(t) _ dq(t)  diq(?)
Com isso = + o ou
déq(t) . déq(t) da

./ .
q'(t) =q(t) + o — 04 o

A variacao da acao com a mudanca de A para A’ pode ser calculada, pois:

£ i o OL oL b QL oL d
652/ dt5L:/ dt|—0o +—,5':/ dt|—oq+ — —0q| =
% ; ’ [aqq 9 q ’ [aqq 9 di q]
2 L d 0L d OL OL . 4 o OL d 0L
3 b
n = dt|—9 —(—=0dq) — (——=)0q| = —9 dtoqg| — — —(—
: : /t 9000 @ (9500 — (g g 24 = 55 %4ls +/ta 5y ~ a5
95; E L L
%?é? 2 = 0 para qualquer variacao arbitraria de dq. S6 se g—q — %(g—q) = 0| que
Qoo
Q09 ¢ a equacao de Lagrange. Fiz para g, mas poderia ter feito para g;. R
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A Hamiltoniana

5) Define-se a Hamiltoniana:| H = Z p;q; — L. |Em seguida, reescreve-se a

Hamiltoniana em fungao das coordenadas canodnicas, isto é: H = H(q;, p;;t)-

Na Mecanica Quantica, a Hamiltoniana, escrita desta forma, em funcao das

coordenadas canodnicas, define o operador de evolucao temporal. Exemplos:

1
a) SeL:T—V:Z§mX?—V(Xi)

P: = mXx;
temos

H=Y,50 +V(x)

1
b) Se L(r,r,t) = imr‘2 + qr.A(r,t) — qU(r,t)

p = mf + qA(r,t)
temos

H(I‘, p, t) — ﬁ[p T qA(I', t)]2 - qU(I', t) \\",’ y
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FI0O0| Equacoes de Hamilton-Jacobi
Aula 12 - : . : ~
6) Novas equacgoes, equivalentes as de Lagrange, e conhecidas por equagoes
de Hamilton-Jacobi sao definidas, a partir da Hamiltoniana.
dg; _ OH
dt api
Mesmo problema, novas equacoes:
dp;, _  OH
dt 8qi ’
Para demonstrar a equivaléncia, construa e compare os diferenciais de H,
pela sua definicao H = Z piq; — L e pela exigéncia de H = H(q;, p;i,t).
§ dH =), dp;q; + ), pid¢; — dL — da definicao acima
g Assim, temos:
2 =3 dpiGet + 30, dai G + G — de H = H(gi, pist)
> i
)
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FIOOI Equacoes de Hamilton-Jacobi
Aula 12 Assim, dH = dezqz —|—szsz dL =

8L OL OL
— d 144 zd i d ) ——dg )
E: p<z%-§:l><z Gt ) g ddi 8t]
= dpigi + Y _pid; — | —dQZ + szdqz =
OL 8L B
= Z dp;q; — —clqZ ~ 5 que por comparacao com
oOH OH OH
= dp; dq;
2 p3p¢+; Tog ot
((\OH _ L
1) 0qi N 9qi
g fornece as equacoes ¢ 2) gg = ¢; | (primeira equagao)
%
G oOH __ oL
E \S)W - ot
v | i - OL ~
oo O 8 Das equacoes de Lagrange, da defini¢ao de p; = EYR e equacao 1, temos
3 q;
f 2°°, d oL OL dp; OH .
C§°° 90 = e 5 =3 (segunda equacao). NN
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Transformagoes canonicas e Principio de Minima Agao

7) Pergunta importante: esta é a Uinica maneira de gerar H? existem
formas equivalentes? Existe um K que permita outras coordenadas
canonicas e que também descreva o problema corretamente? Ou seja,

uma transformagao de H(q;,p;,t) em K(Q;, P;,t),

i = Qi(qi, Dyt
onde 1 Qi = Qilaipist)
(H = H(q;,pi,t)

e tal que, sabendo que

K = K(Q;, P;,t)

para H, temos: < g]‘g = ¢ para K, teremos: < gg = Q;
dp; _ _ OH dP;, 0K
\ dt ~—  0Ogq; . dt 0Q;

Note que K teria o mesmo papel que H para as novas coordenadas. (E
na Mecanica Quantica seria o operador de evolucao temporal associado
as novas coordenadas canonicas). Para garantir que as equagoes de K,
continuem equivalentes as equacoes de Newton, é preciso fazer valer o
principio de minima acao. )
n

'4‘.\'
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Transformagoes canonicas e Principio de Minima Agao
tp 5f dtszz_H(QIap’wt)] =0

0S5 = / dtoL =0 —

la
5f dt[P;Q; — K(Qi, P, t)] = 0

Para garantir que valha para ambas, basta fazer os integrandos iguais
a menos de uma funcao, que quando integrada, se anule nos extremos.
Para expressar isso, escrevemos:

. d
pigi — H(qi,pi,t) = P;Qi — K(Qi, Pi,t) + %F(%Pz‘,t) com

0F (q;, P,ty) = 0F(q;, P,tp) = 0. Se respeitadas estas condigoes, teremos
H e K para mesmo problema. Observe arbitrariedade de escolha da F.
Suponha agora um caso especial, definindo F' = Fy(q;, P;,t) — P;Q;

dFF  dF: : .
onde -2z P,Q; — Q;FP;. Isto gera:

dt dt
OFy . OF; . 8F2

ZZ_H ) i7t = —-K iaPiat ) —P’L 7
pig (gispis t) (@ )+8qiq+apz_ — QP
e 8F2
Tal relacgao é satisfeita, se K(Q;, P;,t) = H(q;,pi,t) + v
. — 8F2
e se os coeficientes de ¢ e P sao nulos ’ %qba
= ap )
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FIO0| Transformagao canonica especial

Aula 12
Considere uma transformacao q = ¢(Q, P,t) e p = p(Q, P,t), tal que Q e P

nao dependem do tempo e valem ¢ e p no instante ¢y. Achando isso, o
problema estara resolvido, pois teremos q = ¢(qo, po,t) € p(qo, po,t). Se P e
() nao mudam no tempo,

dQ; _ 0K __ 0
dt — o0P;
entao { e K é constante, nao depende de Q; e F;.

dP; _ 0K —0
dt 0Q; 7

OF:
Podemos escolher K = 0 e obtemos de K(Q;, P;,t) = H(q;, pi,t) + =2

ot
. OF; -
a expressao H(q;,p;,t) + ——— = 0 e reconhecemos F, — fungao principal

ot

de Hamilton (chamamos de S, a fase de nossa fun¢ao de onda x h).

Note que da condigao do coeficiente de ¢ ser nulo (slide anterior), temos
_ 0F
pi = d4:

(conforme ja vimos neste curso, como p = V.5).

2 F 2
Para H = P + V(x) — (VE)
2m 2m

OF.
+ V(x) + 2 — (0 conforme vimos.

ot
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FIOO| Propagadores e Integrais de Caminho de Feynman
Aula 12 Definindo o propagador pela evolucao temporal na linguagem da mecanica

ondulatoria:

H(t — t 1By (t—t
|oz,to;t>:exp(—Z (h 0) )|, to) Z\a (a'|a, to) exp (— (h 0))
na representacao das coordenadas, temos

1By (t—1
(o) = S0 ) o ot exp — “E10)
1By (t—t
jz:“a Car(to) exp ( — (h 0))<Iﬂn*uw(X”)==<x”hﬂ>

e Cor = (d/lato) = / %) (< o) = [ @l () t)

devolvendo para a equacao de v, temos:

; iBy (t — o)
%% 1 t) _ Z}/d3$/<x//’a/><a/‘x/> exp ( _ a - )wa(xlatO)
S
% Define-se, assim, o propagador por:
883 .4%; .Ea’ t—1
OC;,%G 8K (x" t;x',tg) = Z(X”]a’)(a’|x’> exp ( ! (h 0)) para t > tg

G T @
5 independente de 1, (x’, ) mas, dependente de H(via E,/, € uy (X ))\\V'A a
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FI0O| Propagadores e Integrais de Caminho de Feynman
Aula 12 Note que o futuro da funcao de onda é completamente conhecido se conhecermos,

Eo(t—t :
K 13 0) = Yol o exp  — 20y

a/

o 1) = / B2/ K (X 1% 1o )ta (o)

Neste sentido, a mecanica ondulatoria de Schrodinger é determinista. O
unico problema é que quando uma medida ¢ feita, a funcao de onda muda,
abruptamente (incontrolavelmente) para uma das autofuncoes da observavel

de medida. Duas propriedades interessantes de K (x",t;x’,t) :

. "o . "y 1 PV IN I\ 1N
1) Jim K4 t0) = 30 (x]a") @/ |x') = () = 5 — %)

a/

2) K(x",t;x',t0) = Z(X”|a/><a'|xl> exp ( — iEa/(;;_ to)) —

/

a

= (| e (- D)) ) ) = 01 o)) =

a/

= (x ”|U(t, to)|x') — futuro de um estado que estava em x’ em tg.
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Propagadores e Integrais de Caminho de Feynman
Note que podemos olhar para a expressao,

Yo (X" 1) = /d?’x’K(X”,t; x' to)a (X tg) = /d?’x’(X"\U(t, to) |[x")V (x| a, to)
——

/e . . ~ . /
varias contribuicoes para diferentes x

como olhamos para:

/

X

d(x) = / > | pIx) 2k Primeiro encontramos a contribuicao de um ponto de
X — X

1

x— x| depois integramos, multiplicando pela distribuicao de cargas

carga,

p(x"). A amplitude (x'|c, to) faz o papel do p(x').

(x"|U(t,tg)|x") para t > tg
Podemos escrever K (x",t;x’, o)
0 para t < tg

ou de forma compacta K (x",t;x",t9) = n(t — to)(x"|U(t, t9)|x")

n(t—to):1—>t—t020
onde
nt—1tg) =0—t—1ty <0 R
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FI0O| Propagadores
Aula 12 [h5erindo a expressao:
K(x",t;x",tg) = n(t — to)(x"|U(t, to)|x') na equacao de Schrodinger, temos:
h 0

h
(H(z",=V") - iha)K(x”, t;x' to) = n(t —to)H (2", =V'" ) {X"|U(t, to)|x")+
0 0

0 , 0
— zhan(t — to)(X"|U(t, to)|x") — ihn(t — tO)E@c”]U(t, to)|x').
Como, H(z", ?V”)(X//‘U(t, to)|x') = ih%(x"\U(t, to)|x'), temos
h 9]

(H (2", ;V") — iha)K(x", t;x' tg) = —ih({x"|U(t, to)]x’)%n(t —tp)

77 T
I} )
I , Mas, En(t —to) = 0(t —tg), e isso torna o produto
to 4

(XU (t, t0) |X')8(t — to) = (x"|U(to, to)|x')0(t — to) = 63(x" — x)(t — to)

Assim, a equacao para K para t > tg fica:

° h? 0

03 (’ (- Q—V”2 + V(") — iha)l{(x”,t; x', tg) = —ihd® (x" — x")6(t — to)

OO% m

0&?00, Ou seja, K(x",t;x,ty) é uma funcao de Green da equacao de Schrodinger

Qoo
. dependente do tempo. Para t < ty, K = 0. NN "
%
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FIOOI Propagador: particula livre em uma dimensao
Aula |2

A forma particular de K depende do potencial V, sob o qual a particula esta

submetida. Exemplo: V = 0 para particula livre em uma dimensao.

plp’) =P'lp'),
Sabendo que ¢ H|p') = %\p ), e

Ut to) = [ dp'lp) '] exp (= Zii502)

construimos K (x",t;x",tg) = n(t — to) (X" |U (¢, to)|x") =
ip?(t — to)) B

= n(t — to) / dp’ (x"p") (') exp (= = —

1 in in'?
U(t—to)%/dp’exp [%(:ﬂ"—x’)— Pt = t0)] = n(t — to)x

§ 2mh
1 t —to 2mh 1 2" —2'72 2mh 1 (2 —a')?
8 x d = ' .
" orh peXp[ W Smn “NiZw 2 n J T 1T e
v
% §A881m temos o propagador da particula livre:
?,g O% K(x" t:X . 1) (t — 1) m im(z” —:E/)Q
= X't x = — ex
&(?000 D) =IO o rint —to) ©C | 2h(f — to)
Qoo R
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FIOO| Propagador: Oscilador Harmonico Simples
Aula 12

2

1bkpty 1 mw . 1 MW mw
Use up, (). exp ( — > ) = 2n/2\/m<7rh) exp ( o7 ). H( > x) X
x exp (— iw(n —I— )t) para obter:

mw

K(z",t,2' tg) = X
(@8, o) \/ZWihsin(w(t—to))

2fisin ZZC:_ to))] (@4 e os (ot~ o)) = 207}

x exp { |

Para obter essa expressao, veja Cap. 15 do Merzbacher.

(=

£
% Note que a dependeéncia temporal é periédica, repetindo-se a situacao
O 27
8 acada — segundos. Assim, um oscilador preparado em d(x — x)
o w

° ¥ % 1 2 d

o 35 £ voltara em xg apés — segundos.
2 W

&3000
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