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Transformação de Gauge 
É razoável esperar que os valores esperados de quantidades clássicas

invariantes mediante transformações de Gauge também sejam invariantes.

Assim, esperamos que hxi e h⇧i não mudem mediante transformação de

Gauge, mas hpi mude. Em outras palavras:

Se

8
><

>:

|↵i um estado na presença de A

f|↵i um estado na presença de e
A = A+r�

então, esperamos que:

8
><

>:

h↵|x|↵i = he↵|x|e↵i

h↵|p� e
cA|↵i = he↵|p� e

c
e
A|e↵i

com h↵|↵i = he↵|e↵i = 1.

Vamos construir um operador G tal que |e↵i = G|↵i e que quando inserido

em he↵|x|e↵i = h↵|G†
xG|↵i = h↵|x|↵i e ) G†

xG = x.

Ou, de forma semelhante, para o momento cinemático:

he↵|p� e

c
e
A|e↵i = h↵|G†�

p� e

c
A� e

c
r�

�
G|↵i = h↵|

�
p� e

c
A

�
|↵i

e ) G†�
p� e

c
A� e

c
r�

�
G =

�
p� e

c
A

�
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Transformação de Gauge 
Tiramos do chapéu que G = exp

� ie
~c�(x)

�
é a solução. Inspirada na

condição h↵|↵i = he↵|e↵i = 1 ! G†G = 1

Podemos verificar se funciona para o caso

G†
xG = exp

�
� ie

~c�(x)
�
x exp

� ie
~c�(x)

�
= x pois, [x,�(x)] = 0

De forma semelhante, podemos verificar:

G†�
p� e

c
A� e

c
r�

�
G = exp

�
� ie

~c�(x)
��
p� e

c
A� e

c
r�

�
exp

� ie
~c�(x)

�

= exp

�
� ie

~c�(x)
�
p exp

� ie
~c�(x)

�
�e

c
A� e

c
r�

| {z }
[A,�] = 0 e [g(�),�] = 0

falta exp

�
� ie

~c�(x)
�
p exp

� ie
~c�(x)

�
que pode ser calculado com aux́ılio

da expressão

[p, G(x)] = �i~rG(x) ! pG(x)�G(x)p = �i~ exp
� ie
~c�(x)

� ie
~cr�

ou seja pG(x)�G(x)p = G
e

c
r� ! G†�

pG(x)�G(x)p

�
= G†G

e

c
r�

G†
pG = p+

e

c
r� ! G†�

p� e

c
A� e

c
r�

�
G = p� e

c
A

(c.q.f.) 

(c.q.f.) 
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Transformação de Gauge 
Olhemos a equação de Schrödinger para |↵, t0; ti com o potencial vetor A. Se
⇥ 1

2m

�
p� e

c
A

�2
+ e�

⇤
|↵, t0; ti = i~ @

@t
|↵, t0; ti é satisfeita, a expectativa é que

^|↵, t0; ti satisfaça a equação:
⇥ 1

2m

�
p� e

c
A� e

c
r�

�2
+ e�

⇤ ^|↵, t0; ti= i~ @

@t
^|↵, t0; ti.

Verifiquemos se a seguinte relação é verdadeira ^|↵, t0; ti = exp
� ie
~c�(x)

�
|↵, t0; ti?

Para tanto, insira esta expressão na equação acima de Schrödinger para ^|↵, t0; ti,

e multiplique a equação toda pela esquerda por exp
�
� ie

~c�(x)
�
.

Note que exp
�
� ie

~c�(x)
�⇥�

p� e

c
A� e

c
r�

�2⇤
exp

� ie
~c�(x)

�
=

exp
�
� ie

~c�(x)
��
p� e

c
A� e

c
r�

�
exp

� ie
~c�(x)

�
⇥

⇥ exp
�
� ie

~c�(x)
��
p� e

c
A� e

c
r�

�
exp

� ie
~c�(x)

�
e aplique

exp
�
� ie

~c�(x)
��
p� e

c
A� e

c
r�

�
exp

� ie
~c�(x)

�
= p� e

c
A duas vezes. A

equação que sobra é a equação de Schrödinger para |↵, t0; ti com A e isso

demonstra a relação entre ^|↵, t0; ti e |↵, t0; ti.
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Transformação de Gauge 

Na representação das coordenadas a relação entre ^|↵, t0; ti e |↵, t0; ti fica

e ↵(x
0, t) = exp

� ie
~c�(x

0)
�
 ↵(x

0, t), onde �(x0) é uma função real do vetor

posição x

0. Em termos de ⇢ e S, a função de onda pode ser escrita por

e ↵, (x
0, t) = exp

� ie
~c�(x

0)
�p
⇢ exp

� iS
~
�
=

p
⇢ exp

� i
~ (S +

e

c
�(x0)

�

Ou seja, basta

8
><

>:

⇢! ⇢

S ! S + e
c�

Como fica o fluxo de probabilidade j =
⇢

m

�
rS � e

c
A

�
?

Mediante a transformação de Gauge A ! A+r�, temos

j =
⇢

m

�
r(S +

e

c
�)� e

c
(A+r�)

�
=

⇢

m

�
rS � e

c
A

�
e

) o fluxo de probabilidade é invariante mediante transformação de Gauge.
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Variável dinâmica fundamental:  A ou B? 
Partícula prisioneira em cabo coaxial 

Dois Cilindros metálicos, um dentro do outro.

z

⇢a
⇢b

L

Part́ıcula confinada entre ⇢a e ⇢b

Condições de contorno para  (z, ⇢,')

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

 (0, ⇢,') = 0

 (L, ⇢,') = 0

 (z, ⇢a,') = 0

 (z, ⇢b,') = 0

O espectro de energia é encontrado

resolvendo a equação � ~2
2m

r2 = E 

em coordenadas ciĺındricas e condições

de contorno abaixo.
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A equação de Schrödinger � ~2
2m

r2
 = E em coordenadas ciĺındricas fica:

@

2
 

@⇢

2
+

1

⇢

@ 

@⇢

+

1

⇢

2

@

2
 

@'

2
+

@

2
 

@z

2
= �2mE

~2  ! com  (z, ⇢,') = R(⇢)Q(')Z(z)

temos

8
>>>>>><

>>>>>>:

d2Z(z)
dz2 = �k

2
0Z ! Z(z) = exp (±ik0z)

8
><

>:

z(0) = Z(L) = 0

Z(z) = sin k0z;

k0 =

`⇡
L , ` inteiro

d2Q(')
d'2 = �⌫2Q ! Q(') = exp (±i⌫')

(
Q(0) = Q(2⇡)

⌫ inteiro

Para ⇢ temos:

@

2
R

@⇢

2
+

1

⇢

@R

@⇢

� ⌫

2

⇢

2
R+

�
2mE

~2 � k

2
0

�
R = 0

se tomarmos

(
x = k⇢

k =

q
2mE
~2 � k

2
0

! d

2
R

dx

2
+

1

x

dR

dx

+ (1� ⌫

2

x

2
)R = 0 com

soluções conhecidas R = AJ⌫(k⇢) +BN⌫(k⇢). Aplique R(k⇢a) = R(k⇢b) = 0, e

obtenha

8
><

>:

AJ⌫(k⇢a) +BN⌫(k⇢a) = 0

AJ⌫(k⇢b) +BN⌫(k⇢b) = 0

J⌫(k⇢a)N⌫(k⇢b)� J⌫(k⇢b)N⌫(k⇢a) = 0| {z }

Isso quantiza k e a energia E`m⌫ =

~2
2m

�
k

2
m⌫ + (

`⇡

L

)

2
�

O Espectro de Energia 

m ⌘ m-ésima raiz
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Campo magnético constante no interior do cabo 
A partícula não vê o B. Só vê o A! 

Suponha agora um campo magnético B = B
0

ẑ no interior do cilindro ⇢ < ⇢a.

Quanto vale o potencial vetor para ⇢ < ⇢a e ⇢ > ⇢a?

Caso ⇢ > ⇢aZ
superf́ıcie

circular de

raio ⇢>⇢a

B.da = B
0

⇡⇢2a =

Z
superf́ıcie

circular de

raio ⇢>⇢a

(r⇥A).da =

I
linha

fechada

sobre o anel

de raio ⇢>⇢a

A.d`

mas, d` = ⇢d' e ) A.d` = ⇢A�d' ! B
0

⇡⇢2a = ⇢A�

I

linha

fechada

sobre o anel

d' = 2⇡⇢A�

) A� =

B
0

⇢2a
2⇢

! Mostre que B = r⇥A = 0.

Caso ⇢ < ⇢aZ
superf́ıcie

circular de

raio ⇢>⇢a

B.da = B
0

⇡⇢2 =

Z
superf́ıcie

circular de

raio ⇢<⇢a

(r⇥A).da =

I
linha

fechada

sobre o anel

de raio ⇢<⇢a

A.d`

de novo, d` = ⇢d' e ) A.d` = ⇢A�d' ! B
0

⇡⇢2 = ⇢A�

I

linha

fechada

sobre o anel

d' = 2⇡⇢A�

) A� =

B
0

⇢

2

! Mostre que B = r⇥A = B
0

ẑ.
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Novo Espectro de Energia 
A partícula não vê o B. Só vê o A! 

A solução do problema, com campo magnético constante no interior do cilindro

⇢ < ⇢a, será obtida com

(
A⇢ = Az = 0 e A� =

B0⇢
2 p/ ⇢ < ⇢a ! B = B0ẑ

A⇢ = Az = 0 e A� =

B0⇢
2
a

2⇢ p/ ⇢ > ⇢a ! B = 0

Note que, embora a part́ıcula não sinta o campo B na região ⇢ > ⇢a, ela sente

A, pois A 6= 0 nesta região.

Para encontrar os autovalores para este novo problema, precisamos trocar

r por r� ie

~cA. Lembrando que r em coordenadas ciĺındricas é:

r = ⇢̂
@

@⇢
+ ẑ

@

@z
� '̂

1

⇢

@

@'
temos que trocar

@

@'
! @

@'
� ie

~c
B0⇢2a
2⇢

Tal troca resulta em uma mudança no espectro de energia! (surpreendente, pois

o campo é zero onde a part́ıcula pode estar.) A equação de Schrödinger em

coordenadas ciĺındricas é:

@2 

@⇢2
+

1

⇢

@ 

@⇢
+

1

⇢2
@2 

@'2
+

@2 

@z2
= �2mE

~2  e usando a troca sugerida com

a =

e

~c
B0⇢2a
2

, temos

@2 

@⇢2
+

1

⇢

@ 

@⇢
+

1

⇢2
@2 

@'2
+

@2 

@z2
� a2

⇢2
 � 2ai

⇢2
@ 

@'
= �2mE

~2  
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O potencial vetor A é a variável dinâmica fundamental 
@

2
 

@⇢

2
+

1

⇢

@ 

@⇢

+

1

⇢

2

@

2
 

@'

2
+

@

2
 

@z

2
� a

2

⇢

2
 � 2ai

⇢

2

@ 

@'

= �2mE

~2  e  = R(⇢)Q(')Z(z)

nos leva à:

8
>>>>>><

>>>>>>:

d2Z(z)
dz2 = �k

2
0Z ! Z(z) = exp (±ik0z)

8
><

>:

z(0) = Z(L) = 0

Z(z) = sin k0z;

k0 =

`⇡
L , ` inteiro

d2Q(')
d'2 = �⌫2Q ! Q(') = exp (±i⌫')

(
Q(0) = Q(2⇡)

⌫ inteiro positivo

Para ⇢ agora temos:

@

2
R

@⇢

2
+

1

⇢

@R

@⇢

� ⌫

2

⇢

2
R� a

2

⇢

2
R� 2ai

⇢

2
(±i⌫)R+

�
2mE

~2 � k

2
0

�
R = 0

@

2
R

@⇢

2
+

1

⇢

@R

@⇢

� 1

⇢

2
(⌫ ± a)

2
R+

�
2mE

~2 � k

2
0

�
R = 0 se

(
x = k⇢

k =

q
2mE
~2 � k

2
0

! d

2
R

dx

2
+

1

x

dR

dx

+ (1� (⌫ ± a)

2

x

2
)R = 0 com R = AJ⌫0

(k⇢) +BN⌫0
(k⇢).

Note que ⌫

0
= |⌫ ± a| não é inteiro. Aplique R(k⇢a) = R(k⇢b) = 0,

!

8
><

>:

AJ⌫0
(k⇢a) +BN⌫0

(k⇢a) = 0

AJ⌫0
(k⇢b) +BN⌫0

(k⇢b) = 0

J⌫0
(k⇢a)N⌫0

(k⇢b)� J⌫0
(k⇢b)N⌫0

(k⇢a) = 0| {z }
E`m⌫0 =

~2
2m

�
k2m⌫0 + (

`⇡

L
)2
�
.

m ⌘ m-ésima raiz
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O efeito de Aharanov-Bohm  
Experimento de correlação 

Cilindro

B 6= 0
fonte de part́ıculas

região de interferência

Pacote de ondas 
antes de passar 
pelo cilindro 
impenetrável 

Pacote dividido após 
passar pelo cilindro: 
Parte do pacote passou 
por cima. Parte passou 
por baixo. 

B = 0
Outro caminho 

de Feynman 

Um caminho de 
Feynman 

F
I

Queremos estudar como a probabilidade de encontrar a part́ıcula

na região de interferência I depende do fluxo magnético. O estudo

será feito com integrais de Feynman. A part́ıcula não pode penetrar

no cilindro, assim, de novo, ela percebe o potencial vetor, mas não

vai onde B 6= 0. B = 0 fora do cilindro.
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O efeito de Aharanov-Bohm  
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Passos

cruciais

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1) L
clássico

=

m

2

�
dx

dt

�
2

liga B

�! L
clássico

=

m

2

�
dx

dt

�
2

+

e

c

dx

dt

.A

2) S(0)

(n, n� 1)

liga B

�! S(0)

(n, n� 1) +

e

c

R
tn

tn�1
dt
�
dx

dt

.A
�

3)

e

c

R
tn

tn�1
dt
�
dx

dt

.A
�
=

e

c

R
xn

xn�1
A.dS

4)

Q
exp

⇥
iS

(0)
(n,n�1)

~
⇤

liga B

�!
Q

exp

⇥
iS

(0)
(n,n�1)

~
⇤
exp

⇥
ie

~c
R
xn

xn�1
A.dS

⇤
5)

R
A.dS não depende do caminho, se �

B

= 0.

6)

R
por cima

D(x(t)) exp
⇥
iS

(0)
(N,1)

~
⇤
+

R
por baixo

D(x(t)) exp
⇥
iS

(0)
(N,1)

~
⇤

liga B

�!
R
por cima

D(x(t)) exp
⇥
iS

(0)
(N,1)

~
⇤�

exp

⇥
ie

~c
R
xN

x1
A.dS

⇤
cima

 
+

+

R
por baixo

D(x(t)) exp
⇥
iS

(0)
(N,1)

~
⇤
exp

⇥
ie

~c
R
xN

x1
A.dS

⇤
baixo

 
7) Quando quadramos, os termos de interferência são do tipo:⇥

e

~c
R
xN

x1
A.dS

⇤
cima

�
⇥

e

~c
R
xN

x1
A.dS

⇤
baixo

=

e

~c
H
A.dS =

e

~c�B

O efeito de Aharanov-Bohm  
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Monopolo Magnético 
r.E = 4⇡⇢ (9 carga elétrica), mas r.B = 0 (@ carga ou monopolo magnético)

Suponha que ele exista. Veremos que a mecânica quântica prediz que ele é

quantizado em termos de e, ~, e c.

Se existir ! B =

em
r2

r̂. Como seria A? Nas coordenadas esféricas o r⇥A

é dado por:

r⇥A = r̂
1

r sin ✓

⇥ @

@✓
(A� sin ✓)�

@A✓

@�

⇤
+ ✓̂

1

r

⇥
1

sin ✓

@Ar

@�
� @

@r
(rA�)

⇤
+

+ �̂
1

r

⇥ @

@r
(rA✓ �

@Ar

@✓

⇤

Em um primeiro momento achaŕıamos que A =

⇥em(1� cos ✓)

r sin ✓

⇤
�̂ serviria,

mas existe um problema. Este potencial vetor tem uma singularidade em

✓ = ⇡. Será que esta singularidade é remov́ıvel? Para avaliar isso,

considere:

8
>><

>>:

R
superf́ıcie
fechada

B.d� = 4⇡
R
d3r⇢m = 4⇡em

R
d3rr.B =

R
r.(r⇥A) = 0 salvo se A for singular.
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Monopolo Magnético 

Tomaremos

8
><

>:

A

(I) =
⇥ em(1�cos ✓)

r sin ✓

⇤
ˆ� para ✓ < ⇡ � ✏

A

(II) = �
⇥ em(1+cos ✓)

r sin ✓

⇤
ˆ� para ✓ > ✏

Note que A

(II) = A

(I) � 2em
r sin ✓

ˆ�
| {z }

r� e que � = �2em� fornece o gradiente desejado.

(verifique sabendo que r� = r̂

@�

@r
+ ˆ✓

1

r

@�

@✓
+ ˆ�

1

r sin ✓

@�

@�
. Observe ✓ > ✏)

Vimos que as funções de onda obtidas de A

(I) e A

(II) estão relacionadas:

 (II)(x0, t) = exp
� ie�(x0)

~c
�
 (I)(x0, t) !  (II)(x0, t) = exp

��2ieem
~c �

�
 (I)(x0, t)

Escolha ✓ =
⇡

2

8
><

>:

 (II)(✓ = ⇡
2

,� = 0, r) =  (I)(✓ = ⇡
2

,� = 0, r)

 (II)(✓ = ⇡
2

,� = 2⇡, r) = exp
��2ieem

~c 2⇡
�
 (I)(✓ = ⇡

2

,� = 2⇡, r)

A função de onda não pode mudar de valor quando damos uma volta

) 2eem
~c 2⇡ = N2⇡ (N inteiro). Assim, se o monopolo magnético existisse, sua

“carga” seria em = N
~c
2e

(quantização em unidades de
~c
2|e| ⇡

137

2
|e|).


