FI00 | Transformagao de Gauge
Aula |5

E razoavel esperar que os valores esperados de quantidades classicas
invariantes mediante transformacoes de Gauge também sejam invariantes.
Assim, esperamos que (x) e (IT) nao mudem mediante transformacao de

Gauge, mas (p) mude. Em outras palavras:

|a) um estado na presencga de A
Se
/&) um estado na presenca de A = A + V.

(alx|a) = {(afx|a)
entao, esperamos que:
(alp — £Ala) = (@lp — <Al@)

com (a|a) = (ala) = 1.

§~ Vamos construir um operador G tal que |a) = G|a) e que quando inserido
§ em (a|x|a) = (a|GTxGla) = (a|x|a) e . GTxG = x.
% Ou, de forma semelhante, para o momento cinematico:
° - IS e~ - e e e
S 7 A = 0 LA LTI = ellp LAY
c?"o(,o e .‘.GT(p—EA—EV)\)G: (p—EA)
Qoo C C C &"’A -
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FI00 | Transformagao de Gauge
Aula |5 ie

Tiramos do chapéu que G = exp ( ; )\(X)) é a solucao. Inspirada na
c

condicdo (a|a) = (ala) =1 — GG =1

Podemos verificar se funciona para o caso

G'xG = exp (— %)\(X))Xexp (%)\(x)) = X pois, [x,A(x)] =0 (c.q.f.)
De forma semelhante, podemos verificar:
tp_ CA_° —oxp (Y N e
G'(p cA CV)\)G exp ( hc)\(x)) (p A V)\) exp (hc)\( x))
1€ ze

[A,A]=0¢e [g(A),A] =0
falta exp ( — ;—GA(X))pexp <;—€)\(X)) que pode ser calculado com auxilio
c c
da expressao
ie

. G(x)] = ~ihVG(x) = pG(x) — G(x)p = —ihexp (1-A(x)) hcw
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ou seja pG(x) — G(x)p = G%V)\ — GT(pG(x) — G(x)p) = GTG—V)\



FI00 | Transformagao de Gauge
Aula |5 Olhemos a equacdo de Schrodinger para |o, to;t) com o potencial vetor A. Se

1 0
[2 (p — —A) + eqb} o, to;t) = iham, to;t) é satisfeita, a expectativa é que
m
: . 1 € e 2 0
la, to; t) satisfaca a equag:ao:[— (p — —A — —V)\) + egb} la, to; ty =ih—|a, to; t).
m c c ot

1e
AG0) [ toi)?

Para tanto, insira esta expressao na equacao acima de Schrédinger para |, to;t),

Verifiquemos se a seguinte relagao é verdadeira |a, tg;t) = exp (

e multiplique a equacao toda pela esquerda por exp ( - %)\( ))
Note que exp ( — ;—GA(X)) (p— EA — EV)\) | exp (;:C)\( x)) =
o XD ( — ;;—e)\(x)) (p — —A — —V)\) exp (;6 A(x )) X
% X exp ( - h—)\( )) (p - —A - —V)\) exp (ze A(x )) e aplique
o C he
8
E exp ( — h—)\(x)) (p— —A — —V)\) exp (;_le Ax)) =p-— EA duas vezes. A
gﬁ G % equagao que sobra é a equacao de Schrodinger para |a, to, t) com A e isso

ooo — N —
C¢°°° demonstra a relacao entre |a, tg;t) e |o, tg; ).
5 ‘ 0 > ’ 0 > \\",} o
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Na representagao das coordenadas a relagao entre |a,tg;t) e |a, to;t) fica

Vo (X', 1) = exp (E)\(X/))Lba (x,t), onde \(x’) é uma funcao real do vetor

hc

. o~ / ~ .
posicao x . Em termos de p e S, a funcao de onda pode ser escrita por

~ 1€ 1S 1 e
VYo, (X', 1) = exp (—)\(x’))\/ﬁexp (—) = \/pexp (—(S + —)\(x’))
he h h c
p—p
Ou seja, basta
S— S5+ <A

Como fica o fluxo de probabilidade j = P (VS — EA)?
m c

Mediante a transformacgao de Gauge A — A + V), temos




FI001 Variavel dinamica fundamental: A ou B?

Aula I5 - Particula prisioneira em cabo coaxial

Dois Cilindros metalicos, um dentro do outro.
Particula confinada entre p, e pp

O espectro de energia é encontrado

2
resolvendo a equacao — 2—V2¢ = EvY
m

em coordenadas cilindricas e condicoes

de contorno abaixo.

((0, p, @) =
Y(L,p,p) =0

Condicoes de contorno para (z, p, ) 4
¢(Z, Pas 90) =0

LU(2, py, ) = ., '
MAPLima hd
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Aula |15
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O Espectro de Energia
h2

A equacao de Schrodinger — 2—V2¢ = [ em coordenadas cilindricas fica:
m

Py 10 10 0% _ 2mE

( (2(0)=Z(L)=0
%&z) = —kiZ — Z(z) = exp (tikoz) { Z(z) = sin kyz;
temos < | ko = -, £ inteiro
z (Q(0) = Q(2
T = 120 5 Q) = exp (ivg) A1) — AT
| | v inteiro
9?’R 10R ? 2mE
P temos: — + —— — —R —k§)R=0
ara p temos 902 + Cop + ( 72 0)
x = kp >R 1dR %
se tomarmos{k_\/mgéE g2 %@—I—E%—I—(I—E)R:Ocom
solugbes conhecidas R = AJ,(kp) + BN, (kp). Aplique R(kp,) = R(kpy) =0, e
AJ,(kpa) + BN, (kp,) =0
obtenha Ju(kpa) Ny (kpy) — Ju(kpp) Ny (kpy) =0
Ady(kpy) + BN, (kpy) =0 m = m—g;ima ralz
h? 14 W A
Isso quantiza k e a energia Fy,,, = o (ki + (%)2> %\.\% 6
m> "L e



FI001 Campo magnético constante no interior do cabo
Aula |5 A particula ndo vé o B.S6 vé o Al

Suponha agora um campo magnético B = ByZ no interior do cilindro p < p,.

Quanto vale o potencial vetor para p < p, € p > pg?

Caso p > pq
2
/superfl'cie B.da = BOT‘-pa — /Superfl’cie (v X A)da — % linha A.dl
circular de circular de solf)?"cehgda%el
raio p>pg ralo p>pq de raio p>pq
mas, dl = pdp e ... A.dl = pAydp — Bomp? = pAd,% inha AP =2mpAy
fechada

sobre o anel

Byp?,
LAy = 2 — Mostre que B=V x A =0.
Caso p < pq

ﬁuperﬁcie Bda — B()7Tp2 - ﬁuperffcie (v X A)da — f linha Adf

circular de circular de fechada
: : sobre o anel

ralo p>pq ralo p<pq de raio p<pa
de novo, d/ = pdy e ... A.dl = pAydp — Bomp* = pA(ﬁ]{ linhe AP = 2mpAy
fechada

sobre o anel
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Novo Espectro de Energia

A particula nao vé o B.S6 vé o A!
A solucao do problema, com campo magnético constante no interior do cilindro
o A,=A,=0e A, Bopp/p<pa—>B:B02
p < pg, sera obtida com p
A,=A,=0¢e Ay O“p/,0>,0a—>B—O
Note que, embora a particula nao sinta o campo B na regiao p > p,, ela sente
A, pois A # 0 nesta regiao.

Para encontrar os autovalores para este novo problema, precisamos trocar

V por V — ;—GA. Lembrando que V em coordenadas cilindricas é:

c
= Ag + Zg — li temos que trocar 0 — 0 e Bop“
B p@p 0z ,0 O 4 Do Do he 2p

Tal troca resulta em uma mudanca no espectro de energia! (surpreendente, pois

V

o campo é zero onde a particula pode estar.) A equagao de Schrodinger em
coordenadas cilindricas é:

a% 10y N 1 0% 0%  2mE

002 p 202 + .2 T 2 ¥ e usando a troca sugerida com
e Bop, % 10y 10 PP a 2ai O 2mE
, temos —— + + — + — - — L = Y
" he 2 0p2  pdp | p2op2 | 922 p p% 0y h?
RN
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FI001 O potencial vetor A € a variavel dinamica fundamental
Aula |5 02 15’¢ 1 0%y 0% a? 2ai O 2mE
- Q)2 ()
0p2 " pdp  p0p2 " 922 p p? Op
( (z(O) — Z(L) =0
ddegz) = —k§Z — Z(z) = exp (£ikoz) { Z(z) = sinkoz;
nos leva a: < | ko = %,6 inteiro
2 . (Q 0) = Q2w
AL — _12Q 5 Q(p) = exp (ivg) { D) — QT
\ |V mteiro positivo
Para p agora temos:
0’°R 10R v? a’ 2ai 2mE
— ————R——R——:l: R — k)R =0
o2 Tpap R ER T EW) + (T ko)
0’°R 10R 1 5 2omE r=kp
: —ap2 ;a—p—?(uia) R+( h2 —kO)RZOSG {k\/277?2Ek2
2 1 + 2
% — d—}j + LdR + (1 — v ;L) JR=0com R= AJ, (kp)+ BN, (kp).
v dx x dr x
£ Note que v/ = |v + a| ndo é inteiro. Aplique R(kp,) = R(kpy) =0,
§§ () £ (A (kpa) + BNy (kpa) =0
&g 1 — i]V’(kPa)NV’(ka) — Jur(kpy) Ny (kpa) = Q
5 L ovean -0 = T ey g
MAPLima m = m-ésima raiz—¥ . 2m. " VL7 u:‘:: ?



FIOO1 O efeito de Aharanov-Bohm

Aula |5 Experimento de correlacio

B—0 Outro caminho

de Feynman

/

regiao de interferéncia

ilindro

B#0

fonte de particulas

Um caminho de Pacote de ondas Pacote dividido apos
Feynman antes de passar passar pelo cilindro:
pelo cilindro Parte do pacote passou
impenetravel por cima. Parte passou

por baixo.

>

Queremos estudar como a probabilidade de encontrar a particula
na regiao de interferéncia I depende do fluxo magnético. O estudo
sera feito com integrais de Feynman. A particula nao pode penetrar

no cilindro, assim, de novo, ela percebe o potencial vetor, mas nao

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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%:0’}@ vai onde B # 0. B = 0 fora do cilindro.
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FIOO| O efeito de Aharanov-Bohm

Aula 15 , e o
1) Letgssico = %(d_)t() hgi>B Lc1assico = %(ﬁ) + i d)t( A

2) SO (n,n—1) MBSO (nn—1)+ ¢ [ dt(%5.A)

3) ¢ [ dt(E=.A)=¢<[" A.dS

4) HeXp [is(o)(z,n—l)] Hgi? HeXp [iS(O)(g,n—l)] exp [% fxxnn_l A.dS}

5) [ A.dS ndo depende do caminho, se 5 = 0.

Passos <
cruciais

150 ;5(0) :
6) fpor cima D(X(t)) EXp [%] + fpor baixo D(X(t)) CXp [w}

% liga B bor i P(x(t)) exp [—iS(O);gN’l)} { exp [% f;lN A.dS] Cima}—i—
O
S
[ ) (O) , 7:6 N
e + Jpor vaiwo D) exp [S50  exp [ [V AdS], )
e
03 3

C?a 33 % s 7) Quando quadramos, os termos de interferéncia sao do tipo:

Qo
Qoo Jp z . e
MAPLima \ [E fxlN A.dS ]cuna [ f T Ad }baixo — Tc fAdS - (I)le'\,: 12
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FIOOI Monopolo Magnético
Aula IS5 VE-= 4mp (3 carga elétrica), mas V.B = 0 (3 carga ou monopolo magnético)

Suponha que ele exista. Veremos que a mecanica quantica prediz que ele é

quantizado em termos de e, h, e c.

em
Se existir — B = 2 ¢. Como seria A? Nas coordenadas esféricas o V x A

2
é dado por:
. 1 0 0Ap ~1 1 0A, 0
VXA_rrSin€[89(A¢Sm9) 0¢ } +97‘[81n9 e 87‘<TA¢>}+
~1:0 0A,
torlgrtrde =5 ]

em (1 — cos0)
r sin 6
mas existe um problema. Este potencial vetor tem uma singularidade em

Em um primeiro momento achariamos que A = [ }qb serviria,

0 = 7. Sera que esta singularidade é removivel? Para avaliar isso,

;g G rfsuperfl’cie B.do = 47de37',0m = 47T6m
Oo . fechada
yoo considere: < ;Z‘
e \fd?’TV-B = [V.(V x A) =0 salvo se A for singular. W& e
MAPLima e 13

UUUUUUU

Instituto de Fisica Gleb Wataghin




FIOOI Monopolo Magnético

Aula |5 AW — [emf;rfgsg)](ﬁ para 0 < m — ¢
Tomaremos
AU — _[emglsjrfgse>}g5 para 6 > €
2€,, -~
Note que AUD = AT _ (.3
rsin 6

VA e que A = —2e,,¢ fornece o gradiente desejado.

~10N -~ 1 0\
(verifique sabendo que VA = f% + 9;% + ¢rsin@ g—¢ Observe 6 > )

Vimos que as fungoes de onda obtidas de A e AUTD) estao relacionadas:

BN (1) = exp (0D D (1) 5 gD (1) = exp (e ) (D 1)

_ wID (9 = To=0,r)= (9 = .6 =0,r)
Escolha 6 = 5
U (9 = 5,0 =2m, 1) = exp (_2%%277)1&(1)(6’ = 5,0 =2m,7)

A funcao de onda nao pode mudar de valor quando damos uma volta

—21ee,,

he
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2m = N2 (N inteiro). Assim, se o monopolo magnético existisse, sua

o
o;;(’ ~ 2ee,
o

P he

o | he o | he 137
9099 “carga” seria e,;, = N— (quantizacao em unidades de e ~ e|) Wy, AT
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