FI0O0| Teoria de Momento Angular
Aula 16

Motivacao: atomos, moléculas, espectroscopia, simetrias, espalhamento, etc.
- Um bom comecgo para este assunto: (1) relacionar rotagoes com momento

angular; e (2) relagoes de comutagao:

- Comece observando que rotacoes sobre o mesmo eixo comutam, sobre eixos

diferentes, nem sempre:
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rotacoes sobre eixos diferentes, nem sempre comutam

R.(90°)

R, (90°)
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Momento Angular

Aula 16 Vamos mostrar isso quantitativamente. Comecemos representando rotacoes por

Qo
35()
3
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matrizes 3 X 3, reais e ortogonais:

Vi
Considere um vetor V.= | V, | . Quando rodamos o sistema (para nds, eixos
V.
V.
nao rodam) as componentes mudam para: V' = V,, | . As componentes se
V.
v, Ri1 Riz Ris Vi
relacionam da seguinte forma: Vi, | = | Ror Rae Ras vy
V. Rs31  Rs2  Rss V.
Ve
A norma ( Ve Vy V2 ) V, | =|VJ|? é conservada, se RTR =1, ou seja,
V.
se R é ortogonal, temos.
Va Va
(v vo Vi)l Vv | =IVP=(Ve V, V. )R'R| V, | =|V*
Vi V.
¥ | 3
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FIOO| Momento Angular

Aula 16 Comecemos com uma rotacio de ¢ ao redor do eixo z. A matriz que representa

esta operacao é dada por:

/

cose —singp 0 X' = 2xCoSpY —Ysiny
R.(p)=| singp cosp O o que implica em: ¢ ¢y’ = zsiny + y cos
0 0 1 Z =z

Observe que, por convencao, estamos rodando o vetor (sistema) e nao os eixos,
mas as convencoes estao relacionadas: rodar o sistema mantendo os eixos fixos

é equivalente a manter o sistema fixo e rodar os eixos ao contrario.

% Por convencao ¢ > 0 no sentido anti=horario. Fica mais facil ver
a matriz acima, se mantivermos o vetor fixo e

/ rodarmos os eixos ao contrario.

Y
-:CC- ly 4 > A (p
g / g ¢ e
4
. o vog x' =xcosp—ycos(Z — o)

8 . S i = Y=Y 5 — ¥

§ €T gp onde: ¢ vy = xsiny + ycosp

(7] /
o 1 Zz = Z
) X
90 i -
mo e o / . (p

00 Xr
c?é’gooo W,
)
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FI0O0| Momento Angular

Aula 16 cospy —singy 0
Olhando para R,(p) = singp cosp O podemos obter a matriz que
0 0 1
gera rotacoes infinitesimais ao redor de z. Basta tomar ¢ = € pequeno. Isto é:
1— % —e 0
R.(e) = € 1 — % 0 | . Para obter as matrizes que rodam € sobre os
0 0 1
outros eixos, rode ciclicamente em z(z'), y(y') e z(2') a expressao
2 2

"=y(1—-%) — ze

62

r=x(1-%)— ye Yy =y
y' =ze+y(l— 7) por exemplo ¢ 2’ =ye+2(1 - %)  fornece
x

7=z =5
g 1 0 0 T—=Y, Y2 2T
% R.(e) = 1—% —€ com < ' =y y =2 2=
-3 62
g 0 € =5 R.(e) = Ry(€)
88 j% €2
OO G g 1 — 5 0 €
&g De forma similar, obtenha R, (¢€) = 0 1 0
Oo° 2
Qoo —€ 0 ].— % \\"’, AN

(g\' 5
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FIOO| Algumas observacoes

Aula 16 !
1 -5 0 €
Note agora que R, (€)R,(¢) = €2 1 — % € e que é diferente de
—€ € 1 — €
1— % € €
R,(e)R;(€) = 0 1 — é € e que a diferenca
—€ € 1 — €
0 —e 0
Riy(6)Ry(e) — Ry(e)Rp(e)=| € 0 0 | =R.(¢?) —1=R.(¢?) — Ry(0)
0O 0 O
§ onde todos os termos de ordem superior & €2 foram desprezados. Esta relacao
B
S sera util para deduzirmos relagoes de comutacao de momento angular em
% mecanica quantica.
22, g
%:,%O E

33,
<§o 90 R
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FI0O0| Operador que roda kets
Aula 16 Como caracterizar rotacoes na Mecanica Quantica? Dado R,
matriz 3 x 3, associamos a ela D(R), um operador, tal que:
la)r = D(R)|a)
A representagao matricial de D(R) depende da dimensao do espago

que representa |a).

N =2 — spin 1, D(R) — matriz 2 x 2

Por exemplo ,
N =3 — spin 1, D(R) — matriz 3 x 3, etc.

Veremos que rotacao infinitesimal é uma forma de definir D(R).

Chute D = U, = 1 — 1Ge com G sendo um operador Hermiteano.

G = B p/ translacao, onde € = da’

Inspirado em
= ﬁ p/ evolugao temporal, onde € = dt,

% o que esperar? G = fk p/ rotacao ao redor do eixo k, onde € = dp.
é Adotaremos a notagao mais geral: D(n,dp) =1 — ZJ—ndgo onde D
o 7 ;
g g O % é um operador que, com auxilio de J, roda kets quando o sistema é
Cy(?ooo % rodado de dy ao redor de n. Nao definimos J = x X p, pois queremos
Qo0 algo mais geral para tratar spin também. Y

¥
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FI00| _ . Rotagoes finitas e algumas propriedades
Aula 16 Rotacao finita

. Jz PN . T J2e?
Dxp) = Jim [1=igr ()] =ep (i) =1-i5F =55

Postulado: D(R) tem o mesmo grupo de propriedades que R.

(1) Identidade: R.1 =R — D(R).1 = D(R)

2) Fechamento: R1 Ry = R3 — D(R1)D(R2) = D(R3)

Ou seja, < 3) Inversa: RR™'=R'R=1— D YR)D(R)=D(R)D"'(R)=1
4) Associativa: Rq(RoR3) = (R1R2)R3 = RiRoR3 —

| D(R1)(D(R2)D(R3)) = (D(R1)D(R2))D(R3) = D(R1)D(R2)D(R3)
Como ficaria a propriedade 5) R, (€)R,(€) — R,(€)R;(€) = R, (€*) — 17

J.  J2€ J, Jr€ J, J€ J.  J2é
(1—iZe— 22 )(1—iZle— 2 ) (1—ife— 2L )(1—iZe— 22 ) =
h 2h? h 2h?2 h 2h?2 h 2h?
£ J
=1-iZef —1
g zhe
3 f()
: %1—1:1—1—>0—0
Et 1 <e — — ‘;e—z re 4 jle e+z Le=0—-0=0
08 E ermos em ordem TuJy€? Jz 2 Js 2 J T €2 J2€? J2e? . J, €2
goOE € = — =5 _2h2_2h2+ h2 +2h2 2r7 T 'R
OC(% |ou seja: JpJy — JyJy =ihJ, — [ Sz, Jy| = ihJ,
000 - : A
Generalizavel: |J;, J;] = ihe; i Jk *}1’\,: 3
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FI0O| Rotagoes finitas e algumas propriedades
Aula 16 Em geral, quando geradores de transformacoes infinitesimais ndo comutam,

o grupo correspondente de operacoes é dito nao abeliano.

Assi Jz,Jy, € J, = mnao abeliano
ssim
Pas Py, € P, — abeliano

Note que para obter as relacoes de comutagao, usamos apenas que:
1) Ji é o gerador de rotacoes sobre o eixo k.

2) Rotacoes sobre eixos diferentes nao comutam.

1

Uma aplicacao: Rotagoes finitas em Sistemas de spin 5

Se = S{IH) (=] + =) (+[}
Vimos que [S;, S;] = ihe;; Sk € satisfeito por: ¢ S, = %{—]—H(—! + [=)(+|}
S. = B{+){+ - =)~}

Considere uma rotagao por um angulo ¢ sobre o eixo z, |a)r = D, (¢)|a),

q la) — ket de um sistema de spin 1 antes de rodé-lo.
onde
la)r — ket de um sistema de spin 3 depois de rodé-lo.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Od?)"o Conforme discutimos, D, (¢) = exp ( — 1
&@3‘30 A
99° geu efeito em (S,). s
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FIOO|
Aula 16
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Rotacoes finitas em sistemas de spin 1/2

Vejamos o que acontece com (S,) quando rodamos o sistema ao redor de z

por um angulo ¢, isto é: (S,) rodala)  pla|S.|a)r = (a|DI(v)S.D.(p)|a).

Para isso, precisamos calcular exp (ng SO)S,JC exp ( — ng S0).
Método 1: direto, usando S, = §{|+>(—| + =) {+|}
= (3) ex (SEE) ()l + )} exp (= 22wt smy=aia

=+ (3 { e (D)) (-lep () +exp (— D)o (~ £)} =
= (2){ exp (i) ) (| + exp (i) ) (+]} =

= (g){{\H(—I + =)+ eos o + i [+) (=] — [-)(+]} singp}
= Sy cosp — Sy singp

Método 2: indireto, usando

2)\2

exp (1IGA)Aexp ( — iGN) = A+ i)\[G, A]+2—[G G Al +...+
+ ETIG G, GG Al com G =S A= S, e A= F.
. G, .. |G, G ALLLL]| com z3 © h N
¥ 10
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FIOO | Rotagoes finitas em sistemas de spin 1/2
Aula 16 Assim, temos

15, 1.5, 1 902
exp () Sy exp (= 0) = Sy + L[S, 5ol + Sz (S (S, Sl +
7:3§03 anpn
e 1S., 1S, [S., S+ ... + e 152,15, ... 15,52, 52]]...]] =
2(702 . 7:3903 .
=S + zhth + 52 1Sz, ihS,| + ﬁ[Sz, [Sz,ihSy]] + ... =
22@2 . 7:3@3 . .
=5; —Syp+ 5 2'h2 ih(—ihS,) + 31773 ih|S,, —ihS.]| + ... =
90 O
=Sz — Syp — S + e ih(—ih)(ih)Sy, + .
p* °
= (1-— or T c)Se — (v — 3 +...)Sy, = Sy cosp — Sy, sing (c.q.d.)
£ Para esse resultado s6 usamos regras de comutacao, .. vale p/ j # %

g Os dois métodos aplicados para o caso de Spm =, fornecem a seguinte relacao
entre valores médios: (S;) = r(a|Sy|a)r = (Sm> cos p — (Sy) sin . De forma
semelhante, obterfamos: (S,) — (Sy) cosp + (Sz)sinp and (S,) — (S,),ou seja

Instituto de Fisica Gleb
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&é’ogo (S) roda como um vetor do slide 4
Qo0 (

no caso, um vetor rodando ¢ em volta de z). NS
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FI0O0| Momento Angular

Aula e <S:c>R cCosy — Singp 0 <S:c>
Encontramos (Sy)r | =1 sinp cosp O (Sy) |, ou seja
(SR 0 0 1 (S.)

(Sk) — Z Rie(Sy). De fato, como vimos pelo método 2, vale a relacao:
¢

<Jk> — Z Rk;g<<]g>.
14

Mostraremos, eventualmente, que tais relacoes valem para qualquer

operador escrito como um vetor! Nossa intuicao foi bem até agora.

Uma surpresa nao intuitiva:

Rode |a) do espago de spin % em volta de z, de ¢ = 2. Para fazer isso,

escreva |a) = 1]a) = |4+)(+|a) + |—){—|a) e para roda-lo, multiplicamos

por D, (2m), isto é exp ( — )\oz} = ¢ B[ H) (+|a) + e E =) (—|a).

Y, .. . i
5 ¢ a nossa surpresa, pois isso leva a: |a) g, (2x) = —|a)! Ou seja, o sistema
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C9§ foi rodado em 360° e o estado nao voltou para si mesmo. Serd que este sinal
Ooo . , ’ 2
900 (—) é uma observavel: W
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FI0O| Precessao de Spin: uma nova olhada

Aula 16 o e | B
A Hamiltoniana é dada por H = — S.B=wS,, onde w= :
meC meC

Com esta Hamiltoniana, o operador evolucao temporal é dado por:

1Ht 1S,wt

U(t,O):eXp(—T) :exp(— -

operador de rotacao de um angulo ¢ = wt ao redor do eixo z. Ou seja,

) que nada mais é que um

o operador de evolucao temporal causa precessao do spin. J4 haviamos

(Sz) = (Sz) cosp — (Sy) sin p.
visto que: ¢ (S,) — (S,)cosep + (S;)singp e agora,
(52) = (52)
Sy)(t) = (Sz)(0) coswt — (S,)(0) sin wt.
Sy) () = (Sy)(0) coswt + (55)(0) sinwt

)

<
podemos escrever 1 (
<

c y
i S2)(t) = (52)(0)
g Ou seja a cada 2% o valor meédio da medida de componente de spin
. L;E (Sz)(t) (ou (Sy)(t)) volta para a situagao original (S,)(0) (ou (S,)(0)).
oi’?)o : O ket roda com periodo 4{ e o valor médio do operador S precessiona
58000 o o R

com periodo —. =
MAPLima P w % [13
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FIOO| Interferometria de Neutrons

Aula |16 (mais um experimento de correlagao)
Experimento de interferometria de néutrons para estudar rotacoes de 2.
: : , e eB
A Hamiltoniana é dada por H = — In S.B=wS,, onde w = In :
mqycC mqyC

gn =~ —1.91. Considere a figura abaixo. O pacote que representa o neutron
é dividido em dois. A parte do pacote que vai pelo caminho b, sente um
campo magnético B constante na direcao z. Na regiao de interferéncia as
partes do pacote se encontram novamente.

a

Fonte
de neutrons

Regiao de
interferencia

B
twT

Os pedacos de pacotes de onda que que vao por b ganham uma fase e 2

onde o campo B esta presente. T' é o intervalo de tempo que a particula
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gasta no espaco onde B existe.



FIOO| Interferometria de Neutrons

Aula |6 (mais um experimento de correlacio)

Fonte Regiao de
de néutrons interferéncia
:I:z%

(7 = amplitude do pacote chegando via caminho a = C1(0)

C2 = amplitude do pacote chegando via caminho b = CQ(O)ei%

A regiao de interferéncia mostra uma intensidade que se comporta como:

£
| § wT . 4
3 COS ( + 7) Quanto vale T'? Se a regiao onde B # 0 for ¢, temos T = >
O
i% P hk h my,\ 4w dwmg,e
g com v = = =—". .T= = = :
;; S My My ANy, h W gneB
25D

s 0 4 i0 0 21, ¢ verificad mentalmente.
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