FIOO| Operadores Densidade e Ensembles Misturados e Puros
Aula |8

Até aqui quando realizavamos uma experiéncia, todas as particulas estavam no
estado |a). Que tal agora a seguinte situagao: 40% das particulas em um estado

e 60% em outro?

Para explorar este assunto, considere os atomos de prata provenientes de um
forno. Se nao fizéssemos uma medida do tipo SG, cada atomo estaria em um
estado e de forma geral cada estado é do tipo: |a) = Cy|+) + C_|—). Serd |a)

a representacao correta da situacao?

Nao! Este estado representa apenas um dos possiveis, e de fato representa o spin

polarizado em uma direcao n. Para ver isso, considere o autoestado de o.n dado

cosg C_|_—62 cosg

|
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o
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Q)

N

. Isso define C; e C_ por
€' sin § C_ =e'% sin g

8 Ou seja, o ket genérico representa um dtomo com uma certa orientagao (em um

experimento SG naquela direcao, todos que estivessem neste estado passariam
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Oo G sem alteragao do estado). A situagao também nao pode ser representada por
C?a o5s uma simples combinacao de estados. Isto daria um outro estado que apenas

e corresponderia & uma nova direcao n’ \“") a
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FIOO|

Ensembles Misturados e Puros

Aula |8 Para tentar descrever um coletivo de atomos com spins orientados de

forma aleatéria, introduzimos o conceito de populacao fracional ou

peso de probabilidade w;

Um “ensemble”

de atomos de
prata com

orientacoes de
spin aleatorias.
Alguns exemplos:

\

(1) wy =0,5 w_ =05
com 50% em |+) e 50% em |—)

2w =0,3 wy=0,7
com 30% em |S;,+) e 70% em |S,, —)

3w =0,25 wr=0,65 wz=0,1
com 25% em |Sy,, —) e 65% em |S,, —) e 10% em |S;,+)

§ 4)001:0,4 w2:076
3 com 40% em [S.ny,+) e 60% em |S.ng, —)
o
i% . onde ny e ny sao direcoes quaisquer.
0 :
53 2
OOOO E . , - . 1 1
Q&ow O importante é nao confundir, por exemplo, o caso 1 com |a) = —|+) + —=|—)
9% o N
: i
“a¥Y | 2
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Ensembles Misturados e Puros

Nao confunda w, e w_ com |C4|? e |C_|?. Ensemble completamente

aleatoério é dito despolarizado. Ensemble puro é dito polarizado.

(1) Despolarizado, se colocarmos um experimento de SG,

No « obteremos sempre 1/2 a 1/2 entre as populagoes.
0

| 2) No polarizado as intensidades sdo cos? (5/2) e sin® (8/2).

70% terizad
Ensemble misturado: 0 catac er?za 0s por |a)
30% caracterizados por |f3)

Isto nao significa que o estado é: /0, 7|a) + /0, 3|3).

70% das particulas estao no estado |«)

E sim, que , -
30% das particulas estdo no estado |5)

Como ja vimos |a) e |3) nao precisam ser ortogonais. Poderiamos

. 70% das particulas estdao no estado |S,, +)
er
30% das particulas estao no estado |S,, —)

UUUUUUU



FI00| Médias do Ensemble e Operador Densidade
Aula 18

(w1 — |aD)
. wy — |a(?) somazdimensao do espaco
Ensemble misturado ¢ , c/ Z w; = 1 ver exemplo 3 do slide 2
D= P soma corre até 3 e N=2
\wi — a®)

Quanto valeria o valor médio de uma observavel A em um dado ensemble?

Que tal [A] = Zwi<a(i) Al

a soma em ¢ corre sobre as possibilidades existentes.
onde { w; — populacdo fracional de particulas que estdao em |a(?).

(aD|Ala®) — valor médio para medida de A para particulas em |a()).

Note que
§ sz (D [A]at) = Zwi<a(i)\Aﬂ|a(i)> — Zw (o] A( Z @) (a])]a®)
L%% Ou seja z 2
S T SR RRETES 3 S
°Z¢%E I
et encontrar a’ se

o estado é |a'?) &"’A
MAPLima - -



FI0O0| Médias do Ensemble e Operador Densidade

Aula 18 Note também que, se usassemos o 1 feito de autokets de B, teriamos:

A) = 3 uilaPLALa) = 3 wla OIS DAL Y Dla®)

b//
que pode ser reescrito por:[A] = » Y ( Yw B DY (@D )0")) (| A"

/ b// 'L

o que permite definir o operador densidade.

Na representagao {|b")} teremos [A] = Z Z(b"\p\b’)(b’\A\b") ou seja
b/ b//

4] = 3" (" |pAlY") = Tr{pA}

b//
Lembre que o traco nao depende da representacao. Isso sera util.

,
pt=p

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

88 O Algumas propriedades de p  Tr{p} = 3", (V| (>, wilaD)(aD])|b') =
B, =S la (T ) ) a) =

e W
=5 ()] (1)) = _ 1 %
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FI00| Médias do Ensemble e Operador Densidade

Aula 18 (Zigui<bl\a(”><oz“)!blz Zi€d¢<b1|a(i)><a(i)‘b2>/\
+# r:arle c=+ CO?IIplGXO
Note que p =

> wilbala) (@ br) 37, wilba|a™) (@ ]by)
\ ct =4 Co‘r;plexo + r;ral )

. Para um sistema de 2 niveis, precisamos de 4 variaveis reais para

definir p. A condicao de normalizacao implica que apenas trés sejam
variaveis independentes. Para o caso em questao, conhecer [S;], [S]

e [S.] é suficiente para construir o operador densidade. Para ver isso,

considere:
B 0 1 A 0 —z A I 0 P11 P12
£5: = 5 Sy =3 s S=3 ; p= c/
g 10 i 0 0 -1 pa1 pao
3
_§ (TI“{P} =p11 +p2=1
- L%E P12 P11
gﬁgoé q Tr{pSa} =[] = %Tf = g(Pm + p21) = g(Pm + pla) = hRe(p12)
o £
Ocofogoo,o P22 P21
992 |e (mostre que): [S,] = —hIm(p12) e [S2] = §(p11 — pa2). é‘"’é 6.
>
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FI0O0| Méedias do Ensemble e Operador Densidade

Aula 18 Resolvendo as equacgoes do slide anterior para os elementos de p,

p11 = 5(1+ 2[S.]) po2 = 5 (1 — 7[5:])

temos

Re(p12) = £[S:] Im(p12) = —#[Sy]
Trés niimeros caracterizam o ensemble: Isso sugere que d muitas formas
de se combinar ensembles puros para obter o ensemble em questao.
Osei#n |a®)

Um ensemble puro ¢ caracterizado por w; = ,
lsei=n |a)

2
p>=p
Neste caso p = |a!™)(a!™| (sem a soma). Note que { p2 — p = p(p — 1) =0
Tr(p*) = Tr(p) =

Considere uma base de kets {|k)} tal que p|k) = k|k). Da equacgao
p(p—1)=0temos p » |k)(k[(p—1)=0— > klk){k|(k—1) =0 e como
k k

: k=0
38(’ TV (k| £0 - Zk )Y = 0 — k(k—1) =04 ou
&5000 k—].

Qoo
(o) =1 [ o e0) o
MAPLima Como Tr(p) =150 um deles é 1. O resto é 0 ¥ |7
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FI0O0| Médias do Ensemble e Operador Densidade
Aula 18

Assim, para um ensemble puro, sua representacao matricial na base de

autokets é dada por:

(OOOO OOOOOO...\
0O 0 0 O O 0 0 0 0 O :
0O 0,1 O O 0 0 0 0 O
0 0 0 000000
/ 00 0 0 000000
zeros P=1 0 0 0 O O 0 0 0 0 O
um | na 00 00 000000
diagonal 00 0 0 0000 0 0
0O 0 0 O O 0 0 0 0 O
£ 0O 0 0 O O 00 0 0 0 ...
- \ )
(©)
i
o
R 2 duas 1) Tr(p?) é maximo quando o ensemble é puro
Cg?)%O'E propriedades 2) p/ ensembles misturados Tr(p?) é positivo e menor que 1
G T
Qoo =§za ju—
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FI0O0| Médias do Ensemble e Operador Densidade

Aula 18 Dado um operador densidade, como construir a matriz densidade correspondente

em uma base especifica?

@) (a®] = |¥) <b’\a(z ) (@ D16") (b

b/ b//

matriz matriz
coluna linha

b”p|b” Zw b/|a(z (z’)’b//>

Exemplo 1) Feixe completamente polarizado com S,+

p=tne= (g ) (1o)=(g o)

§“Exemplo 2) Feixe completamente polarizado com S, +
o 1
= p =[Sz £)(Se; £ = —=(]+) £ H)—((H + (=) =
2 V2 V2
° g L 1 1
ogoo g V2 ) ) 3 T3
Oog g — —= :': —= —
0&5 el 41 ( v2 v2 ) 4+ 1 1
3. 5 3
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FI0O0| Médias do Ensemble e Operador Densidade
Aula 18 Exemplo 3) 50% spin para baixo e 50% spin para cima

1 1 1 1
1 0 0 O
L/ 0 1 1
+5(1>(01):5 + 3
0 O 0 1
10
SLp =
0 1

2
Note que se tivéssemos feito 50% spin para cima em z e 50% spin para baixo

em r, teriamos a mesma coisa, pois

1 1
p = 515 H){Sa; +| + 518 =) —| =

g 11 1 1 1
% 1 [ 2 32 1 [ 3 2 5 0 1 (10
A0 — — + — _ = —
o 2 1 1 2 1 1 1 2
7 - 5 2 —5 3 0 3 0 1
° & i 1 1 1
23 5 Ver slide 9 Note que pS; = =5,; pSy = =Sy; pS, = =5, e
Qoo j 2 2 2
o&g&’,%’o o Tr(pSz) = Tr(pSy) = Tr(pS,) = 0 — [S] = 0 valor médio de S é zero.
i Esperado, pois hipotese é de feixe de spins aleatorios. §"’A

MAPLima > 10
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FIOO| Méedias do Ensemble e Operador Densidade
Aula 18 Exemplo 4) feixe parcialmente polarizado: 75% de S, + e 25% de S+

3 1 .
w(S,+) =0,75 ¢ w(Sy+) =0,25¢ . p= Z’SZQ +)(Sz; +| + ZIS@«; +)(Sz; +| =

0oy () (=2 )t
= — + — 1 (— —>:_ 4+ =
4\ 0 4 75 vV2oov2 4 0 0 101
2 2
v 1
8 8
1 1
8 8
= I 5 % 0 1 A 5 3 A
gAssim 1Sz] = Tr(pS,) = = Tr = _— Tr = _
3 2 101 1 0 2 101 8
5 8 8 8 8
%
s & - =0
OoSO 8 De forma similar, pode-se obter { Y
d)o = :%
G T S
Qo0 &‘"’A-

MAPLima ol



FIOO| Evolucao temporal dos Ensembles
Aula 18 Suponha conhecido p(tg) Zw ) (aD]. Se o ensemble for deixado

sem perturbacao, a popula(;ao fracional, w; nao mudara. Esperamos que
a evolucao temporal de p seja governada pela evolucao dos diversos ]oz(")>.

Sabemos que \a(i),t0> ¢ levado para \a(i),to; t) resolvendo a equagao:
0 . .
—ya“),to;w = H|aW, to; )
Assim, escreva: zh 875 = zhat sz\a(z) (7’)| = thw ‘&(z (i)]) —

=il o)) ({9 +z‘thqz(|a<”>)(§t< V) =

= HZwi|oz(7’) (oD — Zw (0D |H = Hp — pH = —[p, H]. Ou seja,

£
:
8 a equacao que governa o futuro de p tem o sinal trocado em relacao a
§ equacao que governa o futuro das observaveis de Heisenberg, e é dada por:
o = a
Q5 g 10 ¢ Lot s ~ . .
33 G g |iho- Y —[p, H] | (3 um andlogo classico: equagao de Liouville)
- c
G S v

&g&%o Nao se perturbem com o sinal, p nao é uma observavel dinamica no enfoque de

Qo0 . , . R
Heisenberg. E, de fato, p foi construido com os kets de Schrodinger. &€ % 12
MAPLima -
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FIOO0| Generalizagao para o continuo
Aula 18

Como ficaria o valor médio de uma observavel A na representacao das

coordenadas?

Al = Te(pA) = [ @ ta"|pale”) = [ @ [ '@ |pla') o' Al

onde (z"|p|z") Zw (2" |aDY (a2 sz% "r(x"). Note que
' |plz") Z wiYi(2')]? e que um mesmo ensemble pode ser escrito,

> ondas Planas
como: { » . pacotes gaussianos

etc.
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FI0O0| Conexao entre o formalismo de operador densidade e a

Aula |8 Mecanica Estatistica
Para um ensemble completamente aleatério (ECA), temos:
/1000...0000000\
0 1 0 O 0O 00O 0 0 O
0 0 1 O 0O 00O 0 0 O
0 0 0 1 0O 00 0O 0 0 O
p— 2000 0 1 000000
N1o0o0O0O 01 00000
0 0 0 O 0O 01 00 0 O
0 0 0 O 0O 001 0 0 O
0 0 0 O 0 000 1 0 O
1 0 0 0 O 0O 00O 0O 1 O
; \0 0 0 0 000000 1)
1
€ Uma matriz N x N igual a N onde 1 é a matriz unidade N x N. Note
g
: s que isso vem da definicao de ECA, pois pressupomos que neste caso,
95 g 1 1 1
%%%O 2 podemos p/ V representacao ter: p = N|a1><a1\ +... N|aN><aN| =~
G T
Qoo RN
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Médias do Ensemble e Operador Densidade
Para um ensemble polarizado, temos:

(O

o O O

\ 0

Uma matriz N x N com apenas um elemento diferente de zero e igual

a um na diagonal. Note que isso vem da proposta que:

0

o O O

0

o o O

0

0
0
0
0

0

oo O O

0

oo O O

0

o O O O

0

o O O O

0

o O OO

0

p = |ay)(a,| — na base que diagonaliza p.

o O OO

o O OO

)

Exploraremos uma quantidade que diferencia estas duas situacoes:

o = —Tr(plnp). Esquisito? Faca na base que diagonaliza p.

Assunto da prorima aula

A
¥
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