FIOOI Momento Angular Orbital

Aula 2y Até aqui J foi definido como um gerador infinitesimal de rotacao
D(n,dp) =1— ZJ?ndgp
Como foi dito anteriormente, uma outra forma de introduzirmos momento
angular é via analogia classica
L=xxp
Facamos as conexoes: Momento Angular Orbital como Gerador de Rotagoes
Primeiro note que as relacoes de comutagao: [L;, L;| = t€;;5 Ly poderiam ter
sido deduzidas da definicao de momento angular e relagoes de comutacao
entre x e p, [z;,p;] = thd;;. Para ilustrar. considere:
(L Ly] = [yp> — 2Py, 2Pe — TP2] = Ypz [Pz, 2] + pyz[2, ps] =
< = —ihyp, + ihp,x = ih(zp, — yp,) = ihL,
g Agora, considere a quantidade: 1 — z(5¢) =1- z(5¢) (xpy — yYpz)
5 h p /e T I
8  Faca-o atuar em |2’,7/,2'). O que esperar? Ket rodado de d¢ ao redor de z.
s § Vamos verificar isso com auxilio das componentes dos operadores x e p. Ou
93 ¥: oy
C?’oooo seja, calculando: {1 — z(%)(ajpy —yp) Ha' v, 27)
Qoo \",} -
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FIOOI Momento Angular Orbital

Isto é7 {1 - i(f)Lsz/)y/a Z/> = {1 o Z(f)(xpy - ypa:)Hx/ay,a Z/> -
.p
={1—i %(5¢x)+%—(5¢y)}\w Y2 =
.p
= (1 B2 56a")) (1~ 22 (~50y") o' o/ =) + O(567) =
.p
( %((5¢CC/)) ’ZC/ o 5¢y/7 yla Z/> — ’ZC/ o 5¢y/7 y/ + (SQbCE/, Z/>
Rodar em d¢ ao redor de z, é levar v’ para r' + p'0¢&,;, onde p' = |r'||sin 6.
) ) b |
Como &4 = —sin ¢i + cos ¢j, temos /" E Vs
-~ “ Y A \\\ : 0 ,,/
r' — 1’ 4 p'd¢(—sin ¢i + cos ¢j) = N J
o R R 7] N G
g‘ — 1 +0¢(—p'singi+ p cosdj) = YN o 13
o —— S—— 1) i
) / / >
: 3 — 1 —dpyi+ 092’y = (' — oy, y + d¢x’,2"). O que nos faz concluir
I g
(& o He 5
029)0 2 que o operador 1 — i(%b)llz roda o ket |r’) para v’ 4+ p'dp€,).
ggooo e Em seguida veremos seu efeito em |a) RN
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FIOOI Momento Angular Orbital

Aula 20 J
= Para ver isso, escrevemos {1 — i ( 7? )L.}|a) na representagao das coordenadas

0¢ 0¢

(2, {1 = i(5-) Loy = {al{l —i(5-) L=} ey, ) =

J J

= (a|{1 + 73(%5)];Z}\;1;/’?//72/>>k = ({1 — i( h¢)Lz}‘x/’y/’z/>* =

Com o uso da férmula do slide anterior, temos:
0¢

(@9 2 {1 —i(5-) LaHa) = {ala’ + 66y, — 6o’ /)" =
— <5’7 + 5qby 7y - 5¢$/7 z/\Oé> = wa(rl — ,0/5qbé¢) ou seja,

5 ) , L
<£Ijl,y/,2’/’04> — wa(r/) 1_7;(_%;)1"Z <£I] y < ‘{1 — 7’( ;)L }‘Oﬁ> wa(r —p 5§be¢)

Rodar |a) de d¢, ao redor do eixo z, resulta em rodar a fungao de onda

£ (representagao das coordenadas), de — d¢ ao redor de z. Em coordenadas
%esfemcas, podemos escrever: | > série de Taylor
S | - S ~
T-'U-s / 5¢ / / \ / / / 8 /
) §< 07¢‘{1_7’(h)L }|a> <r797¢_5¢’a>:<r797¢|a> 8¢/<T 97¢‘Oé>
95 E
0?‘?(’ £Que por comparacao entre os dois lados, fornece:
0
53 (1,0, 8| Lala) = —ih=— (7,0 ¢} i
¢ 4‘\' 3
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FIOOI Momento Angular Orbital

Aula 20 o préximo passo é rodar |a) ao redor de x (e depois de y). Para isso, rode,

. 1. / / . .
ciclicamente em 2,1y’ e 2’, os resultados do slide anterior e obtenha:

5 x / / / / /
(@ o i(P2) LY = (@' g+ 266, 2 — 1/ 56,]a)

Depois de muita Conta (o arquivo aula20b.pdf te ajuda) obtemos:

(', vy, 2| Ly|a) = —ih( — Singb — cotg 0 cos ¢ ¢)<x’,y’, 2o

(2',y, 7' |Lyla) = —ih( cos (ba — cotg 981n¢a¢)<x’,y’,z’|oz>
A partir de Ly = L, £iL,, obtemos

0 0
(',y,2'|Li|a) = —ihe™"( £ i~ cotg 98¢) (x',y, 2’| a)
£ e finalmente (z, 3y, 2’| L?|a)) pode ser obtido, usando que
1

% L* =17+ (LD + L_Ly)

(©)

g

@ 1o T2 2 1 82 1 0 0 P!

g Y, 2| L = —h [ , sin 60— } Y
32, g @y 2L a) sin” 0 O¢? i smé’@H( m 89) @,y la)
o3Pz ‘ ~

C¢°8°o°o Note que isso nada mais é do que a parte angular do V2
99° A seguir, demonstraremos isso de uma outra forma. N Y
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g Momento Angular Orbital
Aula 20 Para mostrar que:

1 0? 1 0 0

e A
Sin298¢2 + sin 6 ae(snleae)} <£B Y, 2 ’O‘>

é a parte angular do V2, vamos primeiro demonstrar a seguinte relacao:

<CIJ/,y/,Z/’L2’Oé> — _hQ[

2
. X“ = X.X
L? = x?p? — (x.p)? + ihx.p onde )
P” =DP.-p
Demonstracao:
=Y LiLe =Y (O €ijwripi) () compTepm) = Y €ijk€emhTiPiTePm
k k 1] Im i3fmk
. T2
mas, Z €ijk€imk = 5i€5jm — 5im5j£ e ... L= Z (5i£5jm — 5im5j€)xipjx£pm =
k 170m
g — Z 5@6537715171 (pjxﬁ Z 5zmajﬁxzpj (xﬁpm — Z 5i€5jmxix€pjpm+
g 174m v 174m ' 174m
3 [xe,pj]=iRde; (¢, pm]=1hRbem
3 J.pjTe=xep; —1hdy; S TP =PmTe+1hpm,
N
fi . .
o § —ih Y 6ubjmSeitivm — Y SimOjetipipmae =il Y SimGiedemaip; =
952 | ijlm ijfm ijlm
Oo i

Bgse, = > wiwipip; —ih Y Sywips — Y Sumdjewipmpive — by Saip,
Qoo ij ] 1j€m ij &"’4 o
¥ | 5
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FIOOI . , Momento Angular Orbital

Aula 20 Continuando:
sz TipiP; — th 52]56117] Z 6im5j£$ipmpj$€ - th 5jixz'pj —
ijlm ij
— Z ij - th LiPi — Z 5zméj£$2pm($ﬁp3 @h(sﬁj - thxzpz —
176m
= x’p* — ihx.p — leplx]p] + 32712%1191 thazsz =
ij

= x?p? — (x.p)? + ihx.p. Agora considere os termos de (x'|L*|a) (com |x'| = 7)

(x'|x.pla) = x".(—ihV') (X |a) =r. — zh(r% +0(¢ e ) (X)) = —zhr%( "la)

¢ |(x.p)?fa) = —ifir- (¢ x.pln) = ~H*r—r < (x| =

0 0?
2 .
-_§ = —h (TE< /]05>—i—7“ W< /’Oé>) L.
 (<[L2J0) = r2(x[p%a) + 12 (r-2 () + P () + Br 2 (xa) ¢
3 or Or2 or
2 12 2 2
g 1 5 -V h 0 2 0 1 5
5P g (X 1Pl = e} =g (G O1e) 1 1) ~ g (X1 1o0)
°c°9?°33;0 : parte radlal parte angular
Qoo \\",} -
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FIOO|

Harmonicas Esfericas

Aula 20 Suponha uma particula sem spin, sujeita & um potencial esfericamente simétrico.

o

Oo
B3,

Na representacao das coordenadas sua funcao de onda pode ser escrita por:
(x'|n,£,m) = Rpe(r)Y,"(0,¢), onde v’ = (1,60, ) e n, representa todos os outros
niimeros quanticos fora £ e m. Se V(x') = V(r), H é funcio de r e L*. Entdo

L? com autovalor £(¢ + 1)h?
[H,L*] = [H,L.]=0c¢ .. (x'|n,{,m) é autoket de

L., com autovalor mh
A dependéncia angular pode ser isolada (fi|fm) = Y,"(0,¢) = Y, (1)

i) é um autoket da direcao fn. Primeiro, resolvemos a dependéncia em ¢, pois

L.|¢,;m)=mh|l,m)e . (|L,|¢,m)= —zh%(nw, m) = mh(i|l,m) ..
£ —zhiYm(Q ) =mhY," (0, ) — 9 Y/ (0,p) =imY,;(0,p) e
'g 8@6 yP) = 1/ s P agpﬂ @) = 1/ s P .-
8Y,"(0,0) = F(0)e"™¥. Da mesma forma, podemos escrever:
§L2|£ m) = L(0 + D)0, m) — (A|L?|fm) = £(¢ + 1)h*(A|¢m)
g L1 d d 1 9?
Rl [smH db (SmedQ) + sin? 0?2 + o+ )} "(0,9) =0

050 que é a equagao diferencial parcial que Y, (0, ¢) deve satisfazer. W
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FIOO| Harmonicas Esféricas

Aula 20
A condicao de ortogonalidade é dada por: (¢/,m/|¢,m) = §p Om.m! -
Com o operador unidade /dQn|ﬁ><ﬁ\ =1 — /dQﬁ ', m/ Iy (al,m) =1
e de definicoes anteriores, pode ser reescrita por:
27 s
dp / dOsin 0 Y (0,0)Y,™(0,0) = 800 G
/0 , == ¢ ¢
1
/ d cos 6
—1
Para obter Y, (0, ¢) sem resolver a equacao acima, lembre que:
0 0
L |,y =0e . (AL |l,0) = —ihe'® [z% — cotg%] (fall,£) =0
c d cos 6 dF cos 0 dsinf
g (ZdQ /L SmH) (6) F sin 0 sin 0
8 InF =/lnsinf+cte - F = ¢ sinf e . Y/(6, ) = cosint hei?
i% A condicao de normalizacao e uma escolha de fase nos leva a
5. /M (=14 [0+ 1)20)
O;POE e = |7 }\/ 4
Qoo
Qo0 R
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FIOOI Momento Angular Orbital
Aula 20 Para obter Y, (0, ¢) a partir de Yf(ﬁ, ¢), lembre que
(b|L_|¢,m) _
VIl+m)(l—m+1)h B
_ 1 ie(_ 0
VIl+m)(f —m+1) 00

E assim, podemos obter para m > 0 :

_1)¢ m)! . £—m
vr(9.) = D \/2<e+1><€+ Fimp L _dT

(ajl,m —1) =

+ icotg H%Nn\é m)

26/ 4l —1)! sin” 6 d(cos §)t—m™
e para m < 0 podemos usar Y, (60, ¢) = (=1)"(Y;"(0,¢))". Para
deduzir esta expressao é preciso comparar o Y, (6, ¢) vindo do L_

aplicado ao Y,/ com o Y;" (6, ¢) vindo do L, aplicado ao Y, *

8 A dependéncia angular em 6 de Y;™(6, ) é sin!™!(6) x polinémio em cos
8
5 20 +1
° g de ordem ¢ — |m/|. Para m = 0, temos Y, (0, ) = 4+ Py(cos ).
95 2 e
a3 (P
yoOoa
Qoo
Qo0 R
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FIOO| Harmonicas Esféricas como Matrizes de Rotacao
Aula 20 ¢ ece com h) = D(R)|z)

2% rotacao

o — @

Note {B =0

D(R) =D(a=p,8=0,7v=0) e assim |ii) = Z D(R)|'m"){¢'m|z)
(fm|h) = }:1> (0, m|z) com (¢m|D|¢'m’) = D%, e

(bm|z) = Y™ (0 = 0,Y¢9)dmo (Y™ se anula em 6 = 0, salvo se m = 0)

20 + 1 20 + 1
=Y (0 =0,0)0m0 = o Py(cos 0)‘0089:15m0 =4/ ?57710

20+ 1
(Im|h) = ZD A + ——dmro O que implica em:

0. . 20+ 1
P 0 - o= =000
&)000 am m*

3 VO 0)o=s  gm e

Qo0 ouaindannp(Oé:%B:eaV:O): 20+ 1 ¢
MAPLima N :::’MF =
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FIOO0I Equagao de Schrodinger para Potenciais Centrais
Aula 20 p”

Onde a Hamiltoniana possui o formato: H = o + V(r), com r* = x*. Na
m

Mecanica Classica, o momento angular é conservado. Na Mecanica Quantica,
L, p?] = [L,x*] =0

temos: < e ..
[L,H]=[L? H|=0

As comutagoes acima permitem que os autoestados de energia possam ser

(H|E¢m) = E|E¢m)

estas relacoes caracterizam o problema de
potencial central ou de forca central.

descritos por |E¢m), onde { L2|Efm) = £({ + 1)h?|Efm)

| L:|Eém) = mh|Elm)
Usando o que aprendemos sobre Harmonicas esféricas, e separando
(x'|Etm) = Rg ¢(r)Y;" (0, @) é relativamente direto obter a chamada
h? d d 0(¢+ 1)R?
- 2 (r—) + ( 3
2mr< dr > dr 2mr
Observe que indexar R com FE, /¢ faz sentido, pois ¢ aparece explicitamente.

equagao radial: | +V(r)|Ree(r) = ERg o(r).

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

3% s Na aula passada vimos por que a energia nao depende de m(h), —
g,

MAPLima autovalor de L.. Note que o m da equagao ¢ a massa da particula. “e® 11
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FI0O0| Equacao de Schrodinger para Potenciais Centrais

Aula 20
A substituicdo Rge(r) = upe(r)

reduz a equacao para:
r

B h2 d*ugy [6(64—1)712
2m  dr? 2mr2

+ V(r)|uge(r) = Euge(r) com a condi¢ao de

normalizagao: 1 = /rzdr Rup(r)Rpe(r) = /dr U (r)upe(r). Assim, ugy(r)

pode ser interpretada como um funcao de onda em uma dimensao de uma
0(€+ 1)h?

2mr?

particula se movendo em um potencial efetivo: Vee(r) = V(r)

Esta equagao demonstra a existéncia de uma “barreira de momento angular”,

se £ # 0, como mostra a figura do livro texto.

3]

Existe uma chance pequena de
encontrar a particula perto da
origem, exceto para |=0. Isto
tem consequéncias importantes
em estudos sobre atomos.

R
¥ 12
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FIOO0I Equacdo de Schrodinger para Potenciais Centrais
Aula 20 Considere que o potencial V() ndo seja (muito) singular na origem, isto é

lin% r?V (r) = 0. Assim sendo a equacdo para upy fica:
r—

d? ((0+1
dufe = ( —|2_ )uEg (para r — 0, desprezamos V (r)ugy e EUEg),
T T
cuja solucdo geral é dada por u(r) = Ar*t! + Br=¢. E plausivel fazer B = 0

porque ¢ causa forte singularidade em r = 0, especialmente para ¢'s grandes.

Um outro argumento é notar que o fluxo de probabilidade na direcao radial é

. .. h , 0 h d
jr=1j= Elm( Ew) X EREg(T)EREg(T)

e analisar duas situacoes para

Rpe — 1t = g, =~ 0r2=1 - Axr24,0 ~ r?*1 & bem comportado

~H

cr—0
< \
§ Rpe —r~ D) = g o~ U+ 1)r 2073 - dnr?jl = (04 1)r 271 500
g
& T
2 %’ Desta forma, so nos resta adotar Rgy — rt para r — 0.
952 = ..
a3 (Pis
d§°°° Somente elétrons com ¢ = ( visitam o nuicleo de um atomo
Qoo N Y
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FI0O0| Equacao de Schrodinger para Potenciais Centrais
Aula 20

Para estados ligados, considerando que lim V(r) =0, a equagao para upgy fica:
T—00

d2
d’iff _ H2UE£< ) com 2 2mE/h2 (F < 0) quando r — oco. A solugao

desta equacao é simplesmente ug ~ e

—KRT

Com isso em mente, uma nova substituicao permite escrever uma equacao de
acordo com o comportamento esperado de uge(r) parar — 0 e r — oo.

= —2mE/h?
Faga ¢ p = kr e obtenha a seguinte equacao diferencial:

upe(r) = ptle  w(p)

d? {+1 d VvV  20+1
it -+ 2(( +1) 1) - - [— — g}w = 0. O livro texto resolve
dp? p dp “E p

Particula livre e Poco de potencial, esférico e infinito

diversos casos ¢ Oscilador Harmonico isotrépico (3mw?r?)

Potencial de Coulomb (1/r)

03
5D
&§Oo° Nao deixze de analisd-los.
Qoo \‘") -
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