FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22

Testemos o procedimento para o caso | j;1 =/{ e jo=5=1/2
—— N 4

Sel=0—j5=1/2

Quanto vale j7 [j1 — jo| < j < j1+j2 —
Se £ >0 j=0+1/2

=1/2 —
Na linguagem de espectroscopia £/ =1 — p e ‘7 / P12
J=3/2— p3
rmyg
proibido
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FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22

Assim, a féormula de recorréncia do slide 11 da aula passada

VG Fm)(G £ m+ 1) {G1j2; mimaljije; jm £ 1) =
=/ (j1 Fm1 + 1)(j1 £ ma)Grje; ma F 1, maljijo; jm)+
+ /(o F ma + 1)) (ja & ma){j1j2; m1, ma F 1|j1j2; jm),

caso J_ (sinal inferior), para j; =¥, jo =s=1/2 e j = ¢+ 1/2 fixos,

iniciando com mo = m, = 1/2, fica:
V124 m)(L+1/2—m+1){mg, 1/2/0 +1/2,m — 1) =
= V(U +me+ 1)l —mg)(me+1,1/21l +1/2,m)+

s +/(1/24+1/2+1)(1/2—=1/2)(me,1/2 + 1|0 +1/2,m)

% Com a substituicao m = m + 1 temos:

e /(L+m+3/2)( —m+1/2)(me, 1/2/6 +1/2,m) =

[
] g m=myg+1/2
Oé)go(’ﬁ = /(0 4+mg+ 1)l —myg)(my+1,1/2[l+1/2,m + 1) com { substitua
&53%’0 me=m — 1/2
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Aula 22
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Instituto de Fisica Gleb Wataghi

Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Com a nova substituicao temos

VEl+m+3/2) (6 —m+1/2)(m—1/2,1/2|/0+1/2,m) =
= Vl+m+1/2)l —m+1/2)(m+1/2,1/2l +1/2,m + 1)

e finalmente

C+m—+1/2
—1/2,1/2 1/2 =

Note que os dois coeficientes diferem de 1 em m. Assim podemos substituir

(m—+1/2,1/2]l4+1/2,m + 1)

. .. . /. tem que parar
o coeficiente da direita usando a mesma regra, isto é: em (+1/2

{+m+3/2

—~
£+m+5/2<m+3/2,1/2|l+1/2,m+2>

(m+1/2,1/2[l +1/2,m + 1) = \/

Que tal escrevermos:

C+m+1/2 [£4+m+3/2 [L+m+5/2
—1/2,1/2/¢ +1/2,m) =
(m—1/2,1/2[(+1/2,m) \/g_|_m_|_3/2\/€—|—m—|—5/2\/€—|—m—|—7/2

(+(0—1/2)+1/2
..\/£+(€+1/2)+1/2<€,1/2|l+1/2,£+1/2>

1/2
g <m—1/2,1/2\€+1/2,m>=\/H;Zjl/ (0,1/2[1 +1/2, e+1/2>%'é a
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FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Usamos:

1) O denominador do fator que precede o C.C.G. é igual a soma j + m.
2) O denominador a esquerda cancela com o numerador a direita.

3) Agora note o seguinte:

ime =0, mgs =1/2) tem m = £+ 1/2, o maior possivel e precisa estar
associado a j = ¢+ 1/2 (o j = £ — 1/2 seria menor que m).

come=4,ms =1/2) < |j =€+ 1/2,m = £+ 1/2) por convencao, sao feitos
iguais. Isto é |[¢,1/2) = [+ 1/2,0+1/2) e . ((,1/2/0+1/2,04+1/2) =1

C+m+1/2

ms= Vs

Nestas condigoes: § (m —1/2,1/2|( 4+ 1/2,m) = \/ 20+ 1

Falta 0o mg = —1/2 que obteremos em sequida.
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FIOO0| Usando as Férmulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Até aqui, encontramos:

14 1/2
(m —1/2,1/2 [£+1/2,m) = \/ tmtl
—— N N—— 20+ 1
my ms J
e falta o coeficiente de Clebsch-Gordan associado ao mg = —1/2

Para melhor entender isso, considere:

0+ 1/2,m) = ) [0 1/2memg) (€ 1/25memy |0+ 1/2,m) =

MpM g

= > |mem)(memgl+1/2,m) =Y " |me 1/2) (my 1/2!f+ 1/2,m) +

MeMg mye

mg—l—l/zzm
+ > lme —1/2) (my —1/2|£+1/2 m)

my

my — 1/2 =m
= |m —1/2,1/2) (m —1/2,1/2|¢ +1/2, m) +
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FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22

Observe que a formula de recorréncia do Jy fornece um deles, em funcao

de dois conhecidos:

(m —1/2,1/2[ +1/2,m) = (m+1/2,1/2[0 +1/2,m + 1) =
_\/€+m+1/2 _\/£+(m+1)+1/2
B 20+ 1 . - 20+ 1
(m_1/271/2) (m+1/2a1/2)
J4
c ™Mo
§ T (m+1/2,—1/2|¢ +1/2, m)
3 L «
g m (m+1/2,-1/2)
3 —m+1/2
Oo%Og Da férmula do Jy tome: j; =/,jo=1/2,j=0+1/2 ¢ m; =m-+1/
iz my =1/2
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FI00] Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Isso fornece:

\/[(€—|— 1/2) —m][(£+1/2) +m+ 1]{ls;m +1/2,1/2/4s; 0 +1/2,m + 1) =
= /[(l — (m+1/2) + 1][l+ (m +1/2)]|(bs;m +1/2 — 1,1/2|ls; £ + 1/2, m)+
+/[1/2=1/2+1][1/2+1/2](ls;m +1/2,1/2 — 1|s;£ + 1/2,m)

Simplificando a férmula, temos:
VIE—m+1/2)(0+m+3/2)(m+1/2,1/2[(4+1/2,m+1) =
= V/(l—m+1/2)(l+m+1/2)(m—1/2,1/2[¢ +1/2,m)+
+(m+1/2,-1/21+1/2,m) ..

(l+m+3/2)
20 +1

(m+1/2,—1/2[ +1/2,m) = /({ —m + 1/2)(€+m+3/2)\/

—V(l—m+1/2)(L+m+ 1/2)\/(6 +27Z’j11/2) —

(0 —m+1/2) _\/(é—m+1/2)
oooo 2+1 20+ 1

o
Q
Qo
&) 3%s e finalmente, podemos, a seguir, escrever |¢s; ¢ + 1/2, m) na base {my, mo}
o w
Qe
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FIOO0| Usando as Férmulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Tsto é: |0s;04+1/2,m) =

base j,m
(¢ +m+1/2) \/(€—m+1/2)
= lssm—1/2,1/2 /s: 1/2,—-1/2
base m1, mo base m1, mo

Na representacao das coordenadas e linguagem de spinor, temos:

1o (¥m+1/2). ,._ 1

v 0. _ 1
+\/ 2 + 1 ¢ A Vol + 1

Ji+m+12y 2

Vl—m+ 12y /2

g? (L7 (0 + 1)1
. " S? 3/4R>
g yg_”” >™ autofuncdes de < , ¢/ autovalores ¢ / . ) _
2 J j(j+1)h% com j=£+1/2
;g ° ;é \ JZ7 L mh
s e
&gggo Mostre que também é autoestado de L.S (justifique) com autovalor —.
et W A
¥ 8
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FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22

Comentarios adicionais: sobre a familia de CG para j = ¢ — 1/2

€—1/2,m) = ) |0 1/2;memy) (0 1/25mems|0 — 1/2,m) =

MypMmg
= MpMs){(Mypmg |l — ,m). Gonsidere primeiro m = £ —
> ) [0 —1/2,m). Consid imei (—1/2
MMM g
0 —1/2,0—1/2)=| ¢ ,—1/2){¢,—1/2|¢ —1/2,4 —1/2)+
N~ N 7N a -~ v N
j m oy m Note que
° envolvem
F0—1,1/2) (0 — 1,121/ —1/2,0 —1/2) o
N~~~
kets |mems),
my Mg,

pois sao o0s

(1) faca-o ortogonal a: [+ 1/2,¢ —1/2) | tnicos que
garantem

E para obté-lo { (2) normalize-o e
m=1{0—1/2=my+ ms|

(3) tome CG’s reais.
Para o item (1), temos do slide 8 (basta fazer m = ¢ —1/2) : /
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FIOO|

fula g Considere j =¢—1/2, m =/ —

Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

1/2 e os dois CG encontrados no slide anterior

rmy
temos esse proibido
(mg =/ — 1,m8 — 1/2)
AT
aa .e.S.S.e.;:\::_L_].—.’__?;\.\.\. aallle oo
______ > i RONE > My
O \\\ : J_ S

== -_-—-——---é & i i &

(mg :f,ms —1/2)
temos esse

iy / _

primeiro encontramos esse
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FIOO| De volta as Matrizes de Rotacao
Aula 22

Comentarios sobre coeficientes de Clebsch-Gordan e matrizes de rotacao:

DUY(R) no espaco |j1,m1)
Considere
DU2)(R) no espago |jz2, ma)
O produto DYY(R) ® DU2)(R) pode ser bloco diagonal, se escolhermos

a base{|jm)}. A representacao matricial fica:

( DUt72) (R) O \

pDU1+i2—1) (R)

. O DO-I(R) |

Isso é o mesmo que dizer que:

D(jl)(R) ® D(jz)(R) — D(j1+j2)(R) ® D(j1+j2—1)(R) R...® D(ljl—jZD(R).
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FIOO| De volta as Matrizes de Rotacao

Aula 22 Eiy termos dos elementos das matrizes de rotacao, temos uma relacao
importante, conhecida como série de Clebsch-Gordan:
. J1+j2
D (R)DS (R) = > "> {jija; mamaljija; jm) x

j=|j1—7j2| m m’

x (j1ja; mmb|jrje; s/ YD) (R)

Para demostrar isso, note que o lado esquerdo é o elemento de matriz:

(Jriz; mame| D(R)|jij2; myma) = (jima| D(R)|jimy) (jama| D(R)|j2ams)

DU Ry DY (R)

e que o lado direito também pode ser obtido da mesma expressao, se

inserirmos a unidade da base {jm}, isto é: (j1j2; mima|1 D(R)1|j1j2; mimb) =

=Y > ludasmamalio; jm) (jija; jm| D(R)|gijz; 5'm") (jrja; 3'm!|jrjo; myms)

~ ~

jm j/m/
Dgzn/ (R)5jj/ real

e isso completa a demonstracao de validade da série de Clebsch-Gordan.
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FIOO| Uma aplicagao da formula

Aula 22 i

Faca na expressao do slide anterior, j; = £1, jo = {3, m} =0, emsy =0

4m ma m . .
\/mlfgl (B,a)\/%—+1) (B a) = Z<f1€2,m1m2\€15275m>x

m

Lembre que D ( ,3,0) =

(l102;my = 0my = 0[f14o; fm’ = mi + msg = 0) ??(sz)(a, 8,0)

47

m m*(67 )

O que permite escrever

§‘ )/e’rlnl*(67 O‘)YKTQM Z 20 ;gl )26 ;_ Y (01023 mamallyly; 'm') X
g <€1€2;00\61€2;€0>Y6, (B,oz). “Complexando” e multiplicando por Y, (3, ),
[

S mE temos (F=ea—g): [ AV 0.V 0.0V (0,0) -

Oo <l'g§

&§OO° — \/(2614—;(12)6(3_61;‘ 1) <51€2;00\6162;6())(6162;m1m2|€1€2;€m> 31"‘,: :
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