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Momento Angular: O Modelo de Oscilador de Schwinger
Considere 2 osciladores harmonicos simples desacoplados: tipo + e tipo —

(ay (a_
N ot
o At e
[Ni,aq] = —ay (N_,a_]=—a_
\[N+7air|—]:a1 \[N—vaT—]:aT—
Como sao desacoplados [ay,a_] = [ay,al | = [al, a_] =

_'.

al,

a']=0

Construa autokets simultaneos de Ny e N_. Lembre que ([N+, N_] = O)

N_|n_)=n_|n_)
(a I no) = iy F g +1,n)

Que tal {N+n+> = Ny |ny)

Também vale <

\

dando origem a: {

Ni|ng,n—) =ng|ng,n_)

N_|?’I,_|_,?”L_> — ?”L_|?”L_|_,n_>

al |ng,n ) =yn_ +1lng,n_ +1)

at|ng,n-) = \/nylng —1,n_)
a—|ny,n_) = vV n-|ny,n- —1)
ar|0,n_y=0ea_|ng,0)=0

(af)"+ (al)"-
— \;—n+' \/n_' ’070>

‘n+7n—>
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Ji = hala_
., J+] = £hJy
Defina { J_ = ha! a e mostre
[J+,J_] — 2hJZ
| J: = g(a1a+ —ala_)= B(Ny —N_)
Se definirmos N = Ny + N_, é possivel obter:
2 _ g2 1 h 2 P s P
J=JI + §(J+J_ +J_Jy) = Z(NJr — N_)*+ ?(CLJFa,_a_aJr +a'layala_)=
_ e oyt f
—(Ny = N_)*+ —(alara_a' +a'a_a;al)
4 2 dme— e ——
Ny $ N_ :I:
£ 1+a a_ 1—|—a1a+
§ h2 h2
% L J? = (N - N_)?+ — 5 (Ny + NoN_+ N_+ N_N,) =
S 0
-3 g = 1 — (N2 —2N+N_+N2)+7(N++N_+2N+N_):
03 OE
3 h2 h? h? h? h* N
d’é?ooo (NI 42N N_ 4 N2)+ TN = N2+ 2N = - N(7 +1)
Qoo 2 4 2 2 2 RN
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ny — numero de spins 1/2 p/ cima
Interpretagao |ni,n_)

n_ — namero de spins 1/2 p/ baixo

Jy = hal a_

\

destréi um spin para baixo (direcao 2)

constréi um spin para cima (diregao z)

J_ = haJr_a,Jr

\

destréi um spin para cima (direcao z)

constréi um spin para baixo (diregao z)

h

J, = —(N; — N_) diferenga entre o nimero de spins “up” e “down”. Esta é a
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Momento Angular: O Modelo de Oscilador de Schwinger

Assim 4

p

A similaridade aumenta ainda mais, se tomarmos {

pois assim, os fatores acima ficam: {

Jilng,no)y=hala_|ny,n_) = \/(ny + Dn_hlny +1,n_ — 1)

J_|ng,n_) =halayng,n_) = \/(n_+Dnihny —1,n_ +1)

Jelng,no) = §(Ny = No)lng,no) = §(ng —n_)ng, n-)

2 h? ny +n_
(2 =5 N(5 +1))|ng,n_) = 7(7% +n—)(+T +1)|ng,n-)
ny —J7+m

n_ —9J3—m

Vg +n_=/(G+m+1)(j —m)
Vine +1)ng =/(j —m+1)(j+m)

de acordo com a expectativa. Além disso, os

autovalores de ¢

( 1
JZ:>§(j—|—m—(j—m))h:mh

J2 = D (25)(j + 1) = hZ%j(j + 1) %
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ny —J7+m
Dada a similaridade de tratamento, definimos de
n_—7—m
j = n+—;—n_
no modelo de oscilador de Schwinger
— nNy—n—_
m = 5

Algumas observacoes

1) Quando aplicamos J4, o j nao muda.
—— Use isso para definir j e m de um dado

ket |n,,n>, e as duas primeiras
/ formulas da caixa azul do slide anterior.

()7t (al )

2) e o m = m £ 1, como esperado.

(al)™+ (ol )”‘

£ 3) ’]m> — |n+7n—> — > : - |070>7
B Vgl y/n- V(i +m)/(G —m)!
8 com um caso especial interessante:
g (aT )Qj > | Caso m=j ou se prefirir caso n =0, n,=2j, pois n,+ n_=2j

2 8 |34) = ELQ ) 0,0) = 2j particulas de spin 1/2 com seus spins “up”.

og ;5_, ] ! \ ~ J

0 O £ z

d? , J +m com spin + 1/2
écmo Interpretamos |[jm) como sendo: < . .
Qoo j —m com spin — 1/2 N
4‘\' 5
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FI00| Matrizes de Rotagao e Osciladores de Schwinger
Aula 23 Lembrem: D(R)|jm) = Z‘]”’Wfﬂm [D(R)|jm > Eozum/mgn’mW)

~"

m’ m’

. . _ iJ a0 v, B 1,
pois, Dy (R) = (i exp (= “2%) exp (= 225 exp (= 20 jm) =
_ e_z(m a+my) <]m | exp ( Zj;;ﬁ) |jm>
dgvz’m(ﬁ)
iJ,8

Usaremos D(R) = exp ( — ) para obter D(R)|jm) na linguagem de

h
( Lyt (alyimm

\/J+m V(i —m)!

Schwinger. Comecamos por: D(R)|jm) = 0,0)

Note T|o 0) = o> D~'(R)D(R)[0,0)

ol *10,0) = ol D~ 1(R)D( R)al D=Y(R)D(R)|0,0)
: D(R)a! |0 0) = [D(R)a!
3P D(R)al "|0,0) = D(R)a! '
B3 D(R)a"D~'(R)D(R)|0,0) = [D(R)a*_D‘l(R)]QD(R)HO,0>

Qoo
Qoo
E isso nos leva a: D(R)aT_ D YR) = (D(R)aT_D_l(R))n '
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Aula 23 (Clirf_)jer (aT_)j—m

VG +m) /(G —m)!

0,0)

Este raciocinio permite escrever D(R)|jm) = D(R)

da seguinte forma:

pim) = (R~ p(rypr) -2 p-1(myp(myj0,0)
G G

que com auxilio da expressao D(R)aT_nD_l(R) = (D(R)aT_D_l(R))n fica:
[D(R)al D= (R)*™[D(R)al D~ (R)]—
Vi +m)l(G—m)!

Para desenvolver esta expressao, precisamos olhar para:

J .
1 ;;B>alexp(—|—z ];Lgﬁ

D(R)|jm) = D(R)|0,0)

D(R)al. D™ (R) = exp (- ) e para isso, precisamos usar

exp (iG)\)Aexp ( —iG)\) =
22 N
CALNG A+ GG A 4 A

° 2!
s
og J J J J
%?go ComG:—%’ A:a’ilz’ )\:Becalcular [—%,al];[_%[_%7al]]7etc‘
gar §\"',A. -
MAPLima ol
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Matrizes de Rotacao e Osciladores de Schwinger

(Jy = J, +1iJ,
J, = J+_.J_ J
Sabendo que { Y 2 comegaremos por [— =2, al ]
Jy =hala_ h
| J_ = ha,-i-_a_i_
Jy 1 f 1 f f
[_%761’4-] = _%[‘]—f— - J—aa’—i—] — _%{[JJMCM-] - [J_,a+]}
[J4.a +] = ﬁ[aJra_,aU =0
HIas [J—v ] h[a’ CL_|_,CLT] — FLCL [ —I—vaj—] - haT—
1
Jy i 1 P L
-2 = ———.(=h)a! = —
=7l = g (e = gran
Jy o Sy i Sy 1o 1 Ji—J-
[ h?[ hja—i_]]_[ h?QZa’—] QZh[ 22 7a’—]_
T T T
= oI - Py =
2th " 21 Sl
T
a
h—+ 0
21
Iy oy Ty i 1 -
Mostre que [— 7;’,[— 73, [— hy,aJr]]] = 50~ &}1% g
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FI00| Matrizes de Rotagao e Osciladores de Schwinger

Aula 23 Usando os resultados do slide anterior, podemos calcular:
vJ, B - iJy 3

00 o1 exep (+ 27 =
252 1 ;333
B R — P
2l 40t

D(R)al D™Y(R) = exp (—

1 1
p— T ) _— T -l- p—
a++252ia_ T a + ...

- 151_(%2) ...)J+at\(ﬁ/2—(5é!2) +),

cos 3/2 sin 5/2
— al cos B/2 + al sin B /2 (nao é uma surpresa: spin up rodando)

Da mesma forma, é possivel obter D(R)a' D™'(R) = a' cos8/2 — ai sin 3/2
N—k, k

Usando o teorema binomial (z +y)" = Z N (Jff lg' k!’ podemos escrever
| - (U + m) (j —m)!
k! — ik
io% — (J+m— k)] —m — !
S5 ] g " (CLE_ CoS 5/2)J+m—k’(ai Sjnﬁ/Q) ( _ CLE_ Sinﬁ/Q)J_m_K (CLT_ cos 5/2)5 00
ng : VG +m)(G—m)! )
900
Qoo =§za .

¥ 0
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Esta dltima féormula precisa ser comparada com:
D(a= 0,8,y = 0)|jm) = Z\Jm () =

T )]+m (CLT )j—m’

_ (4) —
=2 duv <y TG oY

~

7

im’)
Para isso, note e
Expoente de al:>j+m—k—i—j—m—€=j+m’—>€:j—k—m’
iguale iguais
Expoente de al = k+/f=j—m' > 0(=j—k—m'
Assim faca £ = 7 — k — m’ na soma dupla do slide anterior (a soma em £ vira

soma em m’).

D(a=0,8,v=0)|[jm) =

3y (g +m)!(G —m)'

St (j+m— k) —m—j+k+m)(j—k—m)!

4 e 1
X (cos /2 Jrme k=
&gw ( ) V(G +m)l(G —m)!
Qoo t\J+m—k+j—m—j+k+m’ , + \k+j—k—m’ 1 j—m—j+k+m’ 0.0 &‘"’A o
MAPLima < (a3) (a) (=) 0,07 =¥ 10
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Simplificando a dltima férmula do slide anterior, temos

D(a=0,8,7=0)|jm) = ZZ VG +mtG —m )!. X

jg+m—ENE(E—m+m)(j—k—m)

% (COS 5/2) 2§ —2k+m—m’ (Siﬂ 5/2) 2k—m+m/’ (al)j—I—m’ (aT_)j—m'( B 1)k:—m—|—m’|0, 0>

Comparacao direta com a férmula do do topo do slide 10, nos leva a

VG +m)G —m)l(G +m)(G —m)!
jg+m—ENEWk—m+m)(j—k—m)!

X

Note que multiplicamos e dividimos a expressao anterior por

;33 (’ V(5 +m))!(j —m')! para obter a expressiao para |jm’) da férmula do
%20‘33000 topo do slide 10.
Qoo \\"') "

% 1]
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