FIOO| Operadores Tensoriais
Aula 25 Aprendemos a rodar kets e componentes de vetores (operadores vetoriais)

a) — D(R)|a) = (a| D'(R)ViD(R)|ar) = ZRMO&\VH@

-~

roda como vetores classicos

Vi, J;] = i€;juh Vi | para

isso, sequiremos passos semelhantes ao que foi feito para |J;, J;| = i€;.hJk.
Podemos escrever a equacao da caixa azul com auxilio da equacao da caixa

< vermelha, por (até primeira ordem em ¢) :

o)
v € A A
g Vit —[Vi,J.0] ZZRz‘j(H;G)Vj
S J
Oggo E 1 —€ 0
Qoo j2 . A oA A
O?(?@ &~ Tomemos o caso particular i =2 = R(Z,e)=| ¢ 1 0
Qo0
Qoo 0 0 1 &"’A y
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Operadores Tensoriais
i=1:Vy+ = [Vo, .| = Ve — €V,
Neste caso, temos ¢ i =2:V, + 5[V, J.| = eV, +V,, = [Vi, 3] = iei3,hV;
=3V 0TIV, b o s e
Com R(X,¢€) e R(¥,€), obtemos a férmula geral da caixa amarela do slide 1.
O comportamento de V sob rotacao finita é completamente definido pelas

regras de comutacao acima, usando:

exp (/LJHQS)V exp ( — Zjégb) se soubermos |J;, [J;, [...[/;, Vi].--]]]-

I—=—> Verifique que sabemos calcular isso

E possivel generalizar V; — Z R;;V; e definir um tensor por:
J
T ijk... — Z Ry Ry Ryggr T g
AR
com ajuda da matriz ortogonal de rotacao R(3 x 3). O nimero de indices

é chamado de “rank” do tensor. E o tensor definido desta forma é conhecido
como tensor cartesiano.
Exemplo simples: T;; = U;V; onde U; e V; sao componentes de operadores

vetoriais que podem ou nao comutar entre si. Note 9 pares possiveis. 2
N
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FIO0] Operadores Tensoriais
Aula 25 Explorando o exemplo simples:

uUu.v UZ‘/J — UJW Uz‘/] -+ UJV; B Uu.v

R P AN 3 )
~~ ~~ ~~
um vetor matriz simétrica
escalar (UXV)k€ijk traco zero
1
Transforma como: Y, Y/ Y,
~~

Tensores esféricos irredutiveis,

Yy — tem 1 componente independente
onde: { Y{" — tem 3 componentes independentes

YJ" — tem 5 componentes independentes.

§ Definicao de um tensor esférico:
5 [ por V = (V,,V,, V2)
5
[
5 g Comece com Y, (6, ¢) =Y, (11) e troque ¢ ¢ por k (ordem)
(s I =
%%,%,G
yogoo,o \m por q <momrrelg’;1361ilféltico)
Qo0 ) o W
MAPLima € Obtenha 15" =Y, 54 (V) ¥ | 3
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FIOO| Operadores Tensoriais
Aula 25 x Yy z

Assim, considere: i = (ng, Ny, n,) = (—, = —) (Va, Vi, V)

fr
0 2 (1) 3
Comece com Y| = 4—; EVZ

/'3 . /
Ja YljEl =F o sin et = smH (cosp L isinp) =

_ - SSIHQCOS(,O:E’LSIHHSIHQO :F/ <asj:zy>
N 47 V2 A7~ \/2r

3V, £V,
A /2

De forma semelhante, obtemos:

15 (z £ iy)?

T - ¢

2 15 .

£ Y2:|:2 = 397 ?“2 T:§:2) = 32—7T(Vx +V, )
% (V2 = 1)
O
g
g 11 o)

;g : g fa(;a { Y T

a3 (P

o TR y9 —s 70
C§o 90 \ "2 &‘"’A o
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Operadores Tensoriais

Aula 25 Revisando Y, (0, p) sob rotagoes

S
) = D(R)|h) = &)
Lembre que Y,*(R') = <n [m) e escreva Y, (/") em fungao dos Yem(ﬁ). Como?
[ém

Hlem) = Z Y (m/|D(R™1)|¢m) = Z 1m/ YD ~1) multiplique

pela esquerda por: (f| e obtenha (| D(R™ )\€m> = (A|¢m) =
= Z(ﬁ]ﬁm’)Df%,m(R_l) onde usamos que (?'| = (A|DT(R) = (A|D(R™1)

ou seja Y, ( ZYE (2)D: . (R)

Um operador que age como um Y, (V) deve respeitar:

DY (R)Y"(V)D(R) =Y Y™ (V)DL (R)

% ou melhor, a definicao do tensor esférico fica:
(©)
5
g t (k) (k)
. 8 DY(R)T,” D(R Z D, , ou de forma
333 () : ¢ =k
Cf 9% equivalente (troque R por R™1) D(R)Tq(k)DJr Z D(k) q(k)\\v,} e
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FIOO| Operadores Tensoriais

Aula 25
k

PO . k)* k

Para rotactes infinitesimais a expressao DT(R)T q(k)D(R) = Z Déq2 (R)T q(, )
q¢'=—k
fica:
J.i J.q . . J.q
(Ui )T (1—ieS=) = 30 Doy (BT, = Y7 T, (ha'[1+ i [ka)
g =—k g =—k

O termo de primeira ordem, fornece:

n =x +iy (faca em casa) = [J4, Tq(k)] = h\/(k Fq)(k£q+ 1)T(ft)1

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Produtos de Tensores
o_ UV _ (UV.+UV,+U.V,
3 3
U, + in> TU, — iU,

, temos: Uy =
V2 7 V2

Comece por: T é ) com auxilio

, que pode ser

da definicao U1 = F (

Componentes q de um tensor de ordem |

_U_1-Ups
. . Up = =75 . o¥
invertido: v Yu., € aodefinir Uy = U., podemos escrever:
y —i/2
1 ((U_q —Ug ) (Vo1 =V U_14+U;q1) (Vo1 + V-
7 - _1 (U1 =Up)(Vor = Vi) (U—i +Up) (Vo + Vi) LU =
3 2 2
_ _1<U_|_1V_|_1 B U_|_1V_|_1 B U_|_1V_1 B U_|_1V_1 B U_1V_|_1 B U_|_1V_1+
3 2 2 2 2 2 2
U_1V_ U_1V_ 1
L - S Ul = 2 (Ui Vot + Ui Viy = UoVo).
((1) _ (UxV),
Tq R ( 2 .2
YR =4/ 1g’ﬂ 3"’757" , onde
T = Uiy Vi 322 —r? =222 — (22 +9?) =
Verifique: { note: { — 9,2 _ o @tw) (x—iy)
T(Q) Ur1Vo+UpVia ( V2 (\2/)§ )
+1 = NG caso especial de 1, com
U=V=r
T(2) U Vo +2UVo+U 1 Vg . \‘"’) A
- \/6 4‘\' 7
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FIOO| Teorema importante sobre tensores esféricos
Aula 25 Teorema:

éfl) e Zé;”) tensores estéricos irredutiveis de ordem ki e k. Entao
Tq(k’) = Z<l€1]€2; q1q2|k1ks; kq)Xéfl)ZéSQ) é um tensor esférico de ordem k.

q14q2

Sejam X

Demonstracao:

Para demonstra-lo, basta verificar que Tq(k) transforma de acordo com
k
DYRTMDR)= Y D TP
q'=—k

DY R)TMD(R) =) _(kiko; qigalkikz; kq) DT(R) X ¥ D(R)DY(R) Z{ D(R) =

k.// q/q//

q192 R
c 1
§ = Z <7€1k2;Q1Q2\/€1k2;kq>D(§’f;i*X§§1>Défz* Zéi”), mas vimos que
% Q1Q2QQQQ
g k k R
g Déléipézzi — Z <k1k23Q1Q2’k1k25k"q,/><7€1k2;q/1q;\k1k2;k”q/>D(§uq2
g
&

Tome o complexo conjugado e insira na expressao acima, para obter:

Qoo N o
MAPLima “a¥ 8
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FIOO0I Teorema importante sobre tensores esféricos
Aula 25

A nova expressao:

q1+q=q g1+ q2=q" . dgq

DY (R)T{" D(R) = Z (kkas 1k ka; ka) (kiko; qugelkikas k7 q")
k//q/q//
Q1Q2QQQQ

E/7)* kq ko
x (kyka: ko kg YD) X5 2082,

mas Z(lﬁ/@; q192|k1k2; kq)(k1ka; qrqe|kike; k" q") pode ser re-escrito por

q192
> (kiko; kalkika; quaz) (kiko; quaalkika; K'q") = (kiko; kalkika; K7q") = SgaoSqqr
q1492
De forma que:
% DY (R)T™ D(R) = IR ALINE kq’>X§f1)Z;§2> P =
£ a \ 9145
33: (P2 T,
mo = q
§°3°o°o — Tk pF)* c.q.d.
Qoo , q qq &‘"’A AN
q ¥ | 9
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FIO0| Elementos de Matriz de Operadores Tensoriais e
Aula 25 Teorema de Wigner-Eckar

. ] -/ / . ;. .
O elemento de matriz (o, j'm ]Tq(k)\oz,jm> ¢ importante, pois entre outras,
coisas, pode expressar interacoes de campos eletromagnéticos com atomos

e nucleos.

1) Regra m de Selegao: <a’,j’m’]T(§k)|a,jm> = (0 salvo se m' = ¢+ m
Demonstracao:

Para provar, basta lembrar que: [J, Tq(k)] = thq(k) e calcular o elemento

de matriz: (o, j'm’| ([JZ, Tq(k)] - thq(k)) |, jm) = 0 que implica em:
(m' —m — q)hla, j'm!|T{F v, jm) = 0,

ou seja se m' #m +q — <o/,j’m’]Tq(k)]oz,jm> =0

2) Teorema de Wigner-Eckar: nao depende de m,m’e ¢

(' §'||T®)|ecj)

V27 +1
&;?82;0 nao depende de T

s | . . W
onde | — k| <4’ < k. e,
MAPLima nde | si=J+ =¥ 10
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(o, ' |TF |, jm) = (jk; ma|jk; j'm’)
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FI00| Teorema de Wigner-Eckar
Aula 25 Demonstracao:

Para provar isso, usaremos a relacao: [J, Tq(k)] =hy/(kFq)(k+tq+ 1)Tq(:kt)1

que pode ser usada em:

(@, 'm|[Ja, TP, jm) = b/ (R F @)(k £ ¢ + D, j'm [T o, jm)

para fornecer algo parecido com as relacoes de recorréncia dos coeficientes de
Clebsch-Gordan, isto é:

VG Em)G F ' + 1), 5 m F 1T |a, jm) =
=V Fm)G£m+ 1), im|TF|a, jm £ 1)+
+VkF @) (k£ g+ D, jm!|T ) |a, jm)

Compare com a férmula de recorréncia ja demonstrada:

V(G Fm) (G £ m+ 1) (12, mama|jija, jm £ 1) =
= /(1 £m1) (g1 Fma + 1) (jrjz, ma F 1ma|jija, jm)+
+ /(2 £ m2)(j2 F m2 + 1) (j1jz, mama F 1j1j2, jm)
5 2, inverta o sinal de cima com o debaixo e
OOZG
troque: {

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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FI00| Teorema de Wigner-Eckar
Aula 25 Para obter

V(G E£m) G Fm! + 1) Gk, mqljk,im F1) =
= /(G Fm)(j £m+1)(jk,m £ 1q|jk, j'm’)+

+V/(kF @) (k £ g+ 1) (jk, mq £ 1|jk, j'm)
Assim, encontramos dois conjuntos de equagoes, tais que:

Zaij\xﬁ/:O Zaij Yj =0

—~—
(T ) (CG)
e mesmos coeficientes a;; ... x; =cy; V j

z; e y; dependem de m, m’ e ¢, mas ¢ nao pode depender deles.
Pegue o 30. termo
<o/,j’m’]Tq(i)1|oz,jm> = c(jk,mq & 1|jk, 7'm’) troque ¢ £ 1 por ¢
e terminamos nossa demonstracao, escrevendo:
(G NTPag) 0
, k,mqlik, 7'm
TES {7k, mq|jk, j'm’)

onde a barra dupla significa que este termo nao depende de m,m’ e q.

<o/,j’m’]T(§k) o, jm) =

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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FI00| Exemplos de uso do Teorema de Wigner-Eckar
Aulazs Exemplo 1: Téo) =95
(/5| T™ej) . D
k k
TED| {7k, mqljk, j'm’)

(o, j'm/|TM |a, jm) =

!/ S .
<O/,j'm']5]a,jm> - <a ]2! —|’—|01éJ> <307m0|3073/m,> m' =me ,j, :]
- - ('3"]|S]leg)
. {d, j'm!|S|a, jm) = AR 857 0mm

0 que permite concluir que S nao transfere momento angular.
Exemplo 2: Operador Vetorial V;J(l) — (V_1, Vo, Vi)
(@ J'NITH|ewg) o
k,mql7k, 7'm
JES {7k, mq|jk, j'm’)
(@§' NIV Oag)
1,mq|31,7'm
L1 Wby

fml=m=+1 i+ 1
Note que qmi‘{of'ﬁo{ elj—1l<j <j+1le .. j {]

(o, j'm! | TS |, jm) =

(o, i'm/ [V a, jm) =

<
I

oum =m

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

sej=0—j4 =1 Am=m'—m==x1ou0

837, mas {e j=0—4 =0  resumo{ Aj—=j —j=+1o0u0
é proibido. mas j=0—j =0 (proibido)é}" 13
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FIOO0| Teorema da Projegao

Aula 25 o iml IV >
: . a'jm ajm
(o 'm Vo jm) = g S T )
Primeiro, é importante escrever J como um tensor esférico cujas
componentes serao definidas por (J_1, Jy, J11), conforme haviamos definido.
U, + 11U U, — U .
DeU+1:—( Ty = Uiy, Up=U., e Jy = J, £iJ,,
V2 V2
1 1 1
temos: Jy1=F—=Jyre Jo=J,—=IV=JVo+ —=J, V1 — —J_Viq,
+1 ?\/5 + 0 0 NG + V-1 /2 +1
uma vez que: U.V =UpVy —Us1V_1 —U_1V,;. Feito isso, agora podemos
1 1
escrever: (o', jm|J. Vl]a, jm) = (/, jm|J, Vo + —=J. . V_1 — —=J_V.ila, jm) =
; <]\\]><J\oﬁ+1\/§+1|3>
= = e jmlVolagm) + oG m G —mF D (e, jm — 1V o, jm)+
O
3 : : ) .
£ - —V (7 —m)(G +m+ 1), jm + Vi |a, jm) = cjm(d, j]|V]|e, 5),
ggi(’ -*32 onde usamos o teorema de Wigner-Eckar. Note que ¢, nao depende de o/, «
0%, |

@om e V. Como J.V é um escalar ( |J.V| )nao depende de m. Assim, .. cjm = ¢;

Qoo
Qoo \\",’ y
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Teorema da Projecao
No slide anterior obtivemos: (o', jm|J. V]a, jm) = ¢;(’, j||V||«, j).

Note que c¢; nao depende da escolha de V. Tome, portanto, V = J e escreva

para o = a: (a, jm|J?|a, jm) = c;{a, j||J||a, j). Dividindo uma expressio

(@, jm|I.V]a, jm) _ (/, j[|V]|e, j)
{a, jm|J?|a, jm) (o, j]|JI]]ex, g)

pela outra, para se livrar de c¢; temos:

Usando duas vezes o Teorema de Wigner-Eckar, uma para (a’, j||V||a, j) e
outra para {(«, j||J||a, j), tome a razao entre as expressoes e note que os
coeficientes sao iguais e se cancelam. Assim, obtemos a fracao:

(@ gl Vllewg) (o, gm'|Vy|a, jm)

(@ 3. = (o, g/ Tl v, jm) que quando substituida na expressao

acima, demonstra o teorema da projecao:

(o ,Jm!J Ve, jm) .

(', jm|Vyla, jm) =

(o, gm|J?|e, jm) = h?j(5 + 1)

onde usamos . }
(a, jm'|Jy|a, jm) = (jm/|J 4| jm) N
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