FIO0] Propriedades do Operador de Translagao
Aula 5 Adotamos S(dx') = 1 — iK.dx'. Esta escolha satisfaz as 3 primeiras
propriedades:
1) ST(dx"J(dx') =1
(14 iK".dx)(1 —iK.dx) =1+ i(K — K).dx' + O?(dx') = 1 + O*(dx’)
2) S(dx")S(dx") = S(dx" + dx")
(1 —iK.dx')(1 —iK.dx") = (1 — iK.(dx" + dx") + O?(dx’)
3) S(—dx’) = I (dx)
(1 —iK.(—dx)) = (1 +iK.dx') = (1 — iK.dx)| = 37! (dx')
Uma relacao interessante entre K e x, pode ser obtida a partir das equacoes:
(1) — S(dx")x|x") = x'S(dx) |x") = x'|x + dx’)
(2) — xS(dx")|x") = x|x" + dx) = (x" + dx')|x" + dx')
Tome (2)-(1) — [x,$(dx))]|x") = dx'|x" + dx') ~ dx'|x") + O*(dx)

Assim , temos para V |x') — [x, S(dx")] = dx’
e .. [x,—i(K.dx")] = —ixK.dx" + iK.dx'x = dx’
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Qoo Para dx' = dz'i ou dy'j ou dz'k, temos | [z, K| =i, R
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Momento como um gerador de translagao
Qual o significado fisico de K7 Em mecanica classica, uma translacao

infinitesimal pode ser vista como uma transformacao canoénica do tipo

Xnovo =X =x+dx e P,y = P = p relacao que pode ser obtida

da funcao geratriz F'(x, P) = x.P + p.dx T

A fungao geratriz F(z, P) = x.P é a funcao geratriz da transformacao
identidade X = x e P =p .. especula-se que K esta de alguma

maneira relacionado com momento
P

cte universal com dimensao de acao

\

J(dx") =1 —iK.dx' dimensao de momento

/Y angular
/
$

K —

dimensao de inverso de
comprimento
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Aula 5

Momento como um gerador de translagao

A rela(;éo [ZCi,Kj] = 2523 fica [CCZ', %] = Z(Szj — [Qﬁi,pj] = ’Lh5w
1
e a relacdo de incerteza ((AA)*){((AB)?) > =|(|A, B))|?, fica

W

(D) (Apy)%) > "o,

Até agora translacoes infinitesimais. O que muda para translacoes finitas?

Que tal construi-la como uma composicao sucessiva de translacoes infinitesimais?

J(Az'%)|x") = |x' + Az')k), onde

: Cx IaN . 71: - ’l:prﬂﬁl N _ _prAx/

O

g

i . /
: g 1P Az , ,
52, (’ EAqm a exponencial é funcao do operador X = — ; e precisa ser entendida
Qoo B e T

d?ooo por eXp(X)—l—l—X—i——'+ Atencio: ¢
Qo0 2! : tengao: so p, R
e operador ¥ 3
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Momento como um gerador de translacao

Uma propriedade fundamental das translacoes é que translacoes sucessivas em

direcoes diferentes, digamos x e y, comutam.

D
Py s &
& &
> >
< < Cuidado!
A® e
Az’
Ay’ A A VAN
I(AY')I(Ax'R) = exp (— L) exp (— L) = e (-2 L0
= S(AY'y + Ar')) = S(A2'X)S(AY'Y)
Ay’ LAz
[S(AY'5), S(AT'R)] = 0 56 se [exp (— L), exp (—H=—)] = 0
. 2 12 . / 2 12
ipy Ay’ pyAy ipe Ar" piAx
11— — o), (1= — o) =
Ay’ Ax’
=SS by i) + O o1 08P — [ [pypa] =0
W
4‘\' 4
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EOIOIS Momento como um gerador de translacio: 3d
ula

A hipdtese de que as aplicacoes de operacoes de translacao, em diferentes
diregdes, comutam, implica em [p;,p;] =0 p/i e j=u=x,y,2. Se as

, . /7 / . / —_— / / /
componentes de p’ comutam entre si, é possivel construir [p’) = |p, p,,, p.),

de tal forma que p.|p") = p,Ip");  pylP) =0, |P");  p-IP) =pLIP")

pz|P’) = pz|py) @ |py,) @ |pL)
Podemos definir: [p’) = |p,) @ [p,) ® |p’) onde q p,|p) = [p)) ® pylpi,) @ |pL)

pz‘p > — > ® ’py> ®pz‘pz>
Importante:
Note que |p’) é autoket de I(dx’),
p.dx’ p.dx’ ,
S(ax)[p') = (1= 1B o) = (1 B ) o [, ()] = 0

Ve / ~ y .
O autovalor, entretanto, € complero — I(dx') nao é Hermiteano
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EOIOIS Relacoes Fundamentais de Comutacio - |
ula

i, ;] = 0;
Condicoes Quanticas Fundamentais (Dirac) ¢ [p;,p;] = 0;

[z, p;] = 1hdy;
Dirac observou uma relacao direta com a Mecanica Classica

[, Jclassica — | ',h] onde [, Jeigssica € 0 colchete de Poisson
i
0A OB 0A OB
[A(%p)aB(qap)]cléssica — Z(aq 8]? - 8]9 8(] )
___— S s

um primeiro exemplo disso € [x;, Djlclassica = 0ij

([A, A] =0

A, Bl = —|B, 4]

A, c] =0 — ¢ é um nimero

A+ B,C|=1[A,C|+ [B,(C]

A, BC| = [A, B]C + B[A, C]

A, [B,C]|+ [B,[C,A]]+ [C,[A,B]] =0

Classico ou Quantico, vale o seguinte <
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20|0|5 Relagées Fundamentais de Comutagio - Il
ula

Ainda com respeito as semelhancas apontadas por Dirac

[, |
ih

[A(Q7 p)? B(Qa p)]cléssica —

onde [, Jclassica € O colchete de Poisson

Z(aA 0B B 0A 8B)
0qs Ops  Ops Oqs

[ ’ ]cléssica —

S

Existem diferencas importantes. Destacam-se:
e As unidades. Devido as derivadas parciais com respeito a p e ¢ do
colchete de Poisson. Note que pg tem unidade de momento angular.
e colchete de Poisson de funcoes reais de p e ¢ é real, enquanto que
o comutador de dois operadores Hermiteano é anti-Hermiteano

(valor médio é um imaginario puro).

£
g
g ‘ O 2h cuida destas duas diferencas I
> -
93 O 2 A semelhanca entre o colchete de Poisson e o comutador da mecanica
995 2 : : . : . :
O&?gow ] quantica, apontada por Dirac, ficara mais evidente quando introduzirmos
Qoo
Qo0 o formalismo de Heisenberg. RN
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FIO0] Fungdes de onda no espaco de momentos e de posi¢des
Aula 5 Para simplificar tomemos o espaco unidimensional de posicoes

(1
2

) zlz’) = z'|2’)

) <’|33> o(z" —z")
) la) = [ da'|2") (2] ex)
)

|( 'la)|?dx’ é a probabilidade da particula ser

w

onde <
4

encontrada entre x’ e 2’ + da’.

Considere a amplitude de probabilidade (3|«a) interpretada por
amplitude de probabilidade para o estado |a) ser encontrado em

|3). Com auxilio do operador unidade, ela pode ser escrita como

(Bla) = / dx' (B2} (o) = / a5 (o Yo (&)
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FIO0| Fungoes de onda no espago de posigoes

Aula 5
Como interpretar |a) = Z la"){a'|a)?

Usando a linguagem de funcgoes de onda, isso seria

(a'la) = > (a'|a"){a'|a) — val2') = ) chrua (')

a’ a’

onde, introduzimos as auto-funcgoes, u, (z') = (z'|a’), do operador A

com autovalor a’. Nesta representacao, o produto (5|Ala) fica

Blla) = [ ao' [ do"(3la') (' 418" o)
— [’ [ as v Al a )

/ . / 1/ ~ / 1/
_ Para calculé-lo precisamos conhecer (z'|Al2”), uma fung¢ao de 2" e z".

A vida fica facil se A for um operador em funcao de . Tome como

exemplo, A = z? — (2| A|z") = (2 |2?|2") = 2"6(¢' — x”"). Neste

caso (B|A|a) = /dx’wg(x’)x&wa(a:/). Em geral, podemos escrever
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FI001 Operador momento na base de posigoes
Aula 5

Considere o operador de translacdo atuando em um ket |a)
P AL

> D)) = 3(Ax)a) = [ dr'S(AL)a') o) =
::/¢wy+Ayxfmw=/dﬂfﬂf—Afmw=

= [ d'layinla’ = Aa') = [ da'lel) ale') — A’ 5 v0(a) =

AN / 0 /
:/ﬁxmx@km Az’ == (a'|a))

Aplicando (z”'| em ambos os lados e pela esquerda, temos:

(@11~ 222 ) = (a"]a) — Aa’ (" o)

(1—1

0
g Comparacao direta fornece | (z/|p;|a) = _Zhﬁ—x< z'|a) | (troquei 2" por z')
;go % / nm _ _ ;% 0 A o 8 .
00%02 exs.: \@'lpafa”) Zi,iax/ </:1; \a:} Z,h ol l; ) B ,
sz (Blpala) = [ da’ (Bla") (~ihgs (a'|a)) = [ da'5(a’)(—itigriba (o))
Qoo \\",’ -
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FI001 Operador momento na base de posigoes

Aula 5 o
AN ¢} h n — /
Mostre que: (@ \px\a> (- Z/) 8“" a(fﬂz Hn ,
(B} | fdw ¢ﬁ ")(—ih) ERGD o()
Funcao de onda no espago dos momentos
Para simplificar tomemos o espaco unidimensional de momentos
(1) plp’) =p'Ip)
2) < \p ) =46(p"—p")
onde ¢3) |o) = [dp'|p'){p'|ev)
1 4) |< ! ]a>]2dp é a probabilidade da particula ter
§ momento p’ no intervalo estreito dp’
B
o
5
G
L)
o £ Se |a) é normalizada, temos

Gz
8% - [ el ollo) = [ ap' @il = [ afi6a )P =
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QOIOIS Conexao entre as representacoes de momento e de posicao
ula

0
Para fazer isso, considere (z'|p|a) = _Zha—x< 2'|a) com |a) = |p’)
8 Y |
Assim, {2'|plp) = /@'y = —ih 5 (@' |p') = {2'|p') = Neap(*H5-)

Para obter a constante de normalizacao, considere

ey = o0 —a) = [ @)1 = INP [ apfeap =)
1

I N22 1 N2 -
d(z' —a") = |N|*2rhé(z’ — 2") — |N| Sy
)

1 ip'x’

ex
V2mh 4

E assim, temos (x'|p’) =

Duas relacoes interessantes

§ / — o d /d N

§ (o) = vale) - [ ') ') = ¢— eap(+ 22 )00

2 ) , o'
= ks ) = Qg = [ d2'(p' |z o dz'ex o
s alf 0l =6u) = [ @) = o [ e T
o3Pz
&§Qoo A funcgao de onda no espago das posigcoes € a transformada de

e Fourier da funcio de onda no espaco dos momentos (e vice-versa). W @0
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