FI001 Enfoque de Schrodinger versus Enfoque de Heisenberg
Aula 8 Os kets evoluindo no tempo é a forma de Schrodinger olhar o problema.
Uma outra maneira é deixar que as observaveis evoluam no tempo: é o

enfoque de Heisenberg. Para discuti-lo, precisamos saber um pouco mais

sobre operadores unitarios.

a) um para mudangas de base, U
Ja vimos 3 tipos ¢ b) um para translagao, (dx)
¢) um para evolugao temporal, U(¢, o)
O tipo a) nao muda o ket, s6 sua forma de representéd-lo. Os tipos b) e ¢)

mudam o ket.

Transformagoes unitarias que mudam os kets

6) — UlB)

Como fica o elemento de matriz?

: (8]X]a) — ((BIUNX (U]a)) = (BI(UTXU)|a)

i /LA

99° Por um lado, afetam os kets e nao Por outro, nio afetam os kets e afetam AW, _—
MAPLima afetam os operadores os operadores ¥ | |
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Suponha {a) — Ul e note que (Bla) — (B|UTU|a) = (B|a)

> | O resultado
€ 0 mesmo
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Schrodinger X Heisenberg
Aula 8

fi 1: — U X — X
Para o mesmo (S|UTXUl|a), temos enfoque 1: |a) o) e
enfoque 2: |a) — |a) e X — Ut XU

Exemplificando as diferencas de enfoque para deslocamentos espaciais

Enfoque 1: $(dx’) afeta o ket, mas nao muda o operador x

p.dx’
kets mudam |a) = /d3x’\xl><X/!Oé> — (1 - thx )|ar) =
ip.dx’

= (1— . )/d3x’\xl><x’]a> = /d3x’|x’ + dx") (x'|v)

operadores nao mudam x — X

Enfoque 2: $(dx’) nao afeta o ket, mas muda o operador x

kets nao mudam |a) — |a)

ip.dx’

p.dx’
operadores mudam x — (1 + - )x(1 — ip.dx

> )
2 [pdx’,x] 4+ O(dx')” = x + h[pxdx + pydy’ + padz’,xi + yj + 2K
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Schrodinger X Heisenberg

Quanto muda o elemento de matriz («|x|a), segundo os dois enfoques?

No enfoque 1. Use resultado do slide anterior:

falxla) » { [ @ talx) x| pf [+ o) |

_ /d3x”/d3x’<a|x”>(x’—|—dx’)5(x” —X’)<X’|C\5>} —
- / d*z' (o|x') (%' + dx')(x'|a) = / &z’ {a|(x + dx')|[x') (x'|a) =
_ / B (a](x + dx')|x) (x|a) = (a|(x + dx')|a) = (X)a + (dX')a

No enfoque 2. Use resultado do slide anterior e obtenha, diretamente:

(ol (x + dx)|a) = (%) + {dx')q
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Estados (kets) e observaveis segundo Schrodinger e Heisenberg

, . | Enfoque 1 — Schrodinger
U(t,tyg) tem papel chave na estéria .
Enfoque 2 — Heisenberg

No enfoque de Schrodinger, as observaveis nao evoluem no tempo. Os kets
mudam de acordo com U(t,ty),como ja vimos.

No enfoque de Heisenberg os kets nao evoluem no tempo e as observaveis
evoluem com auxilio de U(t,ty).

Para simplificar, tomaremos

Ht
Ult,tg=0)=U(t) =exp( — z?) e a seguinte notagao:

A =UT () AP U (1)

Assim, para t = 0, temos AU (0) = A®) (pois, UT(0) =U(0) =1) e
la, tg = 0,t)s = U(t)|a, tg = 0)

la,to =0,t) g = |a, tg = 0) Vi

Quanto vale o valor esperado de A nos dois enfoques?

sla,to = 0,t|AD) |, to = 0,t)g = (a, tg = O|UT () AP U (t)|er, tg = 0) =
= mla,to =0,t|A"|a, tg = 0,t) g

¥ | 4
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Equagcao de movimento de Heisenberg

Consideraremos A% (t) = A sem dependéncia explicita com o tempo.

Comece por A (t) = UT(t)A®)U(t), e derive esta equacio com respeito

ao tempo
dAUH) _aut(y) oU (t)
ZZ AU U A 2
dt ot B +U() ot
oU ou 1 Ut 1
h—— = HU = —HU — =-_U'H.
Y ot ih ot zh
Assim dA™) :——UT( YHAPU(t) + U (¢ )A(S) HU(t) =
’ dt 1h 1h
1 1
= ——hUT( YHU@)UT(t) AS U (t) + %UT(t)A(S) UUT(t) HU(t)
1 - - -/ 1 . -~ /
1 1
1
— _ — g(H) g(H) A(H)H(H) AW ()
1h * 1h zh[ ]
Ht Ht
mas, H =UT)HOU(t) = exp(zh )Hexp(—%) = H.
Assim, finalmente, temos a equacao de Heisenberg:
H
dAH) 1 A0 ]
it ih R
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EOIOIS Equagao de movimento de Heisenberg
ula

dAH) 1 .
A equacao de Heisenberg: T [A( ) H ] é muito similar a
?
dA
equacao classica de movimento = [A, H } cldssico

Note, entretanto, que a equacao quantica tem sentido, mesmo
quando nao existe analogo classico, como ¢é o caso de spin:

ds'‘H)

T [S<H) } — Si(H) nao pode ser escrito em termos de p e ¢'s.

Assim, é melhor virar a ordem da flecha

= de [A’ H] cléssico ’LFL [A(H) H]
1
§ para E [A(H), H] — [A’ H} classico
g
s
e 2 Classica pode ser deduzida da quantica, vice-versa nem sempre.
e
d’go 99
Qoo $"-,A y
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FIOO| Construindo a Hamiltoniana Quantica
Aula 8

Precisamos aprender a construir a Hamiltoniana na Mecanica Quantica.

Faca o seguinte:

1) Quando tem analogo classico, usaremos a Hamiltoniana classica.
Simplesmente trocaremos as variaveis classicas x; e p; por operadores
correspondentes. Veremos que com esta hipdtese, poderemos reproduzir
as equacoes classicas corretas no limite classico. Caso a Hamiltoniana

classica nao seja simétrica com respeito a operadores que nao comutam

1
entre si, torne-a simétrica. Por exemplo, se H = xp, use H = §(xp + px).

2) Quando nao tem andlogo classico, “chute” H e veja se os resultados

reproduzem a experiéncia.

21, F(p)] = ih 2~

Para F' e GG expandiveis em série de poténcias, vale:
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FIOO| Construindo a Hamiltoniana Quantica
Aula 8 _OF

Para provar a relacao [x;, F(p)] = ih

comece pela expansao em p; de F'(p)

op;’
1 OF 1 9*°F
Fo)=F) by ) pltgham| e
(pi=0) P lpi=0) OPi (pi=0)

1 O"F n

—~ A (p) pp +...

nt P o)
Primeiro, derive a expressao acima com respeito a p;
oF 1 0F 1 0°F

=———P)| Ptz ®)| 2 +...+

opi  110pi ™ 7,0 2! Op? (p:i=0)

1 O"F n—

+ —=——(p) npl 4 ...
nt P =)

depois, compare com |z;, F'(p)], usando a expansao de F'(p) e as regras de

g comutacao abaixo:
_% i, pj] = thdi g (i, p5] = |24, pjlps + pjlxi, pj] = ihéi jp; + ihdi jp; = 2ihp;0; 5
2 % 25, p)) = [xi, pj]p5 + pjls, p3] = ihé; jp7 + 2ih6; jp; = 3ihp;d; j;
?,ﬁg(’-ﬁ; i, Py = mhp?_léi,j; ... etc. (faga por inducao finita)
Gz o _0G
3 5o De forma similar é possivel mostrar que [p;, G(x)] = _Zha—xi S A
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Equacao de Heisenberg para uma particula livre

Aula 8 Suponha uma particula livre de massa m. Como seria a Hamiltoniana? Que tal?

p?  p;+p, -+

H =
2m 2m
O futuro sera definido pela equacao
dp(-H) L, m
C = — ) H = O

ou seja, para uma particula livre, o operador momento é uma constante
de movimento p( )( t) = pEH) (0) = pgs)(O) = D;
E possivel generalizar. Se [A), H] =0 — A% ¢ constante de movimento.

Como fica 33( )( t)? Basta resolver a equae?io de Heisenberg para este operador

da;") (H) e pi

c —r = H — 2 1

§\ dt zh[ zh Z zh2m 8]0 Z m

z dz!™ Pi (H) (H) Di (H) (H)

%ou seja, c;t = (t) =z;77(0) + Et. Cuidado! [z;7/(0),z;"’(0)] =0,
°, 2 (H) (H) (V] — [.(H) Pi, (H) t 1) (0)] = it
3P O O1= O+ 0] = S 0) =T

&(?000 Isto tem consequéncias interessantes!
Qoo §‘"’A pr—

MAPLima «¥ |9

UUUUUUU



FI001 Equacdo de Heisenberg para uma particula livre
De [z;77(t),z;"(0)] = B

e da expressdao ((AA)?)((AB)*) > =|([A, B])|?, onde A e B sdo observaveis,

e

tiramos:

ht?
((Aa:z(.H))2>t<(Ax(.H))2> > —— (o0 mesmo vale no enfoque de Schrodinger?)

) — 4m2
Mesmo se ((Aang))2>t:0 for pequeno (a particula bem localizada em t=0),
(H) h2t2
((Ax;"’)?); vai crescer, pelo menos com 12 €0 pacote val abrir.
m

=
i
8
O
g
s
3

o
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FIO0| Equacio de Heisenberg para uma particula em um potencial

Aula 8 2
Adicionemos um potencial V(x). Teremos, entao, H = 2]'; + V(%) e as
m
dp; __ 1 _ 0
G = wmlph V(x| = =55 VI(x)
equacoes de Heisenberg para x; e p;,
dr, __ L[QZ‘ i] — Pi
dt th 170 2m m

Derivando a segunda equacao com relacao ao tempo e, fazendo

uso da primeira, obtemos

iz ~ana T w T w T Tman™
d’x dp
= = -VV(x).
e = a ™
_ Tirando média (estado |a)), temos :
g d d
§ zn@@c) = % = —<VV(X)>J (note que nao depende de h)
S ~
g Equagao de Ehrenfest (induz a idéia que o centro do pacote € classico).
° . =
3P
0&?00, Cuidado com a diferenca entre — (VV(x)) e — VV(X)|x=(x)
Qoo
Qoo W
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FIOO| Teorema de Ehrenfest

Aula 8
Teorema de Ehrenfest (induz a idéia que o centro do pacote é cléssico)
d’ d(p)
mis(x) = S = —(VV ()
§
(©)
g
G
g
Z
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EOOIS Base de kets e amplitudes de transicao
ula

Até o momento, nao discutimos como a base de kets evolui no tempo. No
enfoque de Schrodinger, a base é obtida com auxilio de uma observavel A, que
nao depende explicitamente do tempo, e portanto a base nao depende do tempo.
No enfoque de Heisenberg, a observavel A evolui no tempo e, devemos esperar
que a base também evolua. Ou seja, o fato do ket estado ficar constante no

tempo no enfoque de Heisenberg, nao implica que a base de kets também fique.

No enfoque de Schrodinger, temos: Ala’) = a'|a’) — base {|a’)} nao evolui

no tempo.

O que mudaria no enfoque de Heisenberg, lembrando que: AY)(t) = UTA(0)U?

5 Inseri | multipliquei por
: —— N
8 Comece com Ald') = d'|a’) — AUU|d') = d'|a’) — UTAUU|d/) = a'UT|a’)
g
£ ¢ obtenha A |a/ )y = d'|a’,t) g com |a’,t)y = UT|a’) — base de Heisenberg

%%goog feitas de kets — {|a’,t)y} = {UT|a’)} que evoluem no tempo.

35
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Fl001 Base de kets e amplitudes de transi¢ao
Aula 8 Observe que os kets da base de Heisenberg {|a’, )y}, onde

la/,t) ;g = UT(t,0)]|a’) evoluem ao contrario no tempo (efeito do UT).

Como U satisfaz a equacao de Schrodinger, temos que

.0 i .0
{zhaU(t) =HU@)}' — —zhaUT(t) = HUT(t)

satisfaz uma equacao de Schrodinger com sinal trocado.

. ~ /
Aplicando esta equagao em um ket |a'), encontramos que
kets da base de Heisenberg, também satisfazem a equacao

de Schodinger com sinal trocado

- m%m(mm — HU(t)|d') — m%m’,wﬂ — _Hl|d, t)y

§ A observavel AU (¢) nesta base, fica
% A (1) = ZA(H)( a', ) (a’ ] = Z a'la’,t)mmla t| =
%.IZ_
52, G§’ _ZUT =U'(1) {Z la"){a'|}U(¢)
Oo j
&§°°° = UT( JASU(t) o que é consistente.
Qoo \\",’ -
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Probabilidade de uma medida nos dois enfoques

Uma boa pergunta é: Na representacao da observavel A, quanto valem os
coeficientes de expansao de um ket genérico de Heisenberg |a)y = |a,t = 0)g
que no enfoque de Schrédinger é dado por |a,t = 0,1)g7?

Queremos comparar

a,t=0,t)s =Y C(t)]a’) com |y = |a,t =0)s =Y CYV|d', t)n

rC’C(f)(t) = (d'|a,t = 0,t)s = ('|(U(t,0)|,t = 0)s — Schrodinger

e temos: <
C(fI)(t) = ({(d'|U) |a,t = 0)s — Heisenberg

a

\ N——

¢
bra do ket UT(¢,0)|a’)

Encontramos C’C(L‘,g)(t) = CC(L,H) (t) = (a'|(U(t,0)|at = 0)s o que é bom, pois
tratam-se das amplitudes de probabilidade de medir A e encontrar a’.

(Precisavam ser iguais).
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EOIOI8 Probabilidade de uma medida nos dois enfoques
ula

Uma outra boa pergunta é: Suponha sistema tal que em £ = 0, medimos
A e encontramos a’. No instante ¢, qual a probabilidade de medindo B

encontrarmos b’?

Enfoque de Schrodinger
U(t)|a’) ket evolui
) ™% 107y 5 L A operadores NAO evoluem "% (v |(U]d)))
B — . base NAO evolui

Enfoque de Heisenberg
@’y ket NAO evolui

la') — A(t) operadores evoluem (o'|U)]a")
B(t) — ... base evolui: UT(¢)|V/) >

mede A(0) mede B(t)
— —

)

Ambas podem ser escritas por (V'|U(¢,0)|a’), amplitude de probabilidade
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