FIOO0| Oscilador Harmonico Simples
Aula 9

)
a) espectroscopia molecular,

b) cristais e outras estruturas no estado sélido,

c) estrutura nuclear,

- d) teoria de campo,

Motivacao < )

e

) 6
f) mecéanica estatistica,

g) aproximante para qualquer pogo quantico,
)

| h) etc. Além de ser simples e pedagdgico.

Autokets e autovalores de energia

2 1
A Hamiltoniana é: H = _21? + Qmw2x com w = \/ — k (lei de Hooke)
m

a= /% (r+ =) — de aniquilacao
Definimos 2 operadores

al = /22 (z - %) — de criagao
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FIOO0| Autokets e autovalores de energia

Aula 9 ~
Comecemos, calculando a comutacao entre os operadores a e al

0,07 = [{/ 220+ 22, [ (= Py = D gy PPy
2h mw 2h mw 2h mw mw

20w 7
2hmw . ) hm c | laal]

Definiremos o operador niimero, por: N = a'a. Note que
2 2

mw P P MW P )
N o T = — _ ) = —
“4= on (@ mwxaj + mw) 2h * 2mhw i 2h[$,p]
1, p? I 5 5 1 1
=—(—+ - ——= | H=hha(N+ =
hw(gm+2mw x/) > (V+3)
3 H
8Como [H,N] =0 — eles podem ser diagonalizados simultaneamente.
8

Sl

C
2 Assim, basta resolver N |n) = n|n) que teremos H|n) = E,|n).
C

omparacao direta, fornece o espectro do oscilador em funcao de n
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FIO0| Operadores de criagao e de aniquilagao

Aula 9

Para apreciar o significado fisico de a, al, e N, considere as

relacoes de comutacao <

([N, al] = [ata,al] = af [a,a'] + [af,aT] @ = a
N N —

1

Na'|n)

Assim, temos

0
[N,a] = [a%a,a] = al [a,a] + [a",a]a = —a
L .  N——
0 —1

= (IN,a'] +at V) n) = (at + naf|n) = (n + Dal|n)

Na|n) = ([N,a] +aN)|n) = (—a + naln) = (n — 1)a|n)

0 que permite concluir
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a'|n) é autoket de N com autovalor n + 1

aln) é autoket de N com autovalor n — 1
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EOIOI9 Operadores de criagao e de aniquilagao
ulia

Se Vn considerarmos que os kets [n) sao normalizados, temos

aln) = c1ln —1) = (n| a'a |n) = |c1|? e <. |e1|* =n (. n é positivo e real)

N /
T19) — l _ 2 . 2 _
a'ln) =coln+1) = (n|aa' |n) =|ca|* e .|| =n+1
N +1, pois [a,a'] =1 = aa' =ala+1=N+1
aln) = /njn — 1)

O que nos leva a concluir

a'ln) = vn+1jn + 1)

Agora aplique o operador a diversas vezes e

aln) = +/njn —1)
obtenha ¢ a|ln — 1) = \/(n — 1)|n — 2)
aln —2) = \/(n—2)|n —3), etc.

Se n é real positivo, precisa ser inteiro, pois s6 assim a série € interrompida,
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FIO0| Operadores de criagao e de aniquilagao
Aula 9 : : . 1

Como a energia do oscilador harmonico é dada por E, = (n + =)hw,

2
e o menor valor de n é zero, concluimos que o estado fundamental do
: A : . hw
oscilador harmonico simples tem energia Fy = -

Supondo conhecido o estado fundamental |0), uma boa forma de obter os

outros estados é a partir da relacdo a'|n) = v/n + 1|n + 1), que pode ser

nvertida ¢ [n+ 1) = ——ai|n)
invertida : |n = a'ln
vn+1
(
1) = Lailo)
at)?
2) = Z=at|1) = 1&1|0)
£ 1+ (ah)?
ge usada para obter } [3) = —za'(2) = “==-[0),
5 :
b (1) = 25100, et
95, Oﬁ (a)n 1
°° £ onde |n) = |0) é autoestado de H e N, com autovalores F,, = (n + —)hw
s v ’
99° ¢ n, respectivamente. R/
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FIO0| Operadores de criagao e de aniquilagﬁo

Aula 9 (
das definicoes obtemos <
ot = B~ 2 = iy/"= (ot
(n'laln) = (n'|v/nln —1) = V/ndp ns
como
(n|at|n) = (n'|vVn+1ln+1) = Vn+ 16, na1
)
(aln) = \/ s (Vb1 + VT To041)
_ temos 4
g < '|p|n>—zv mhw( \/757%71 1+\/n+ 5n n—i—l)
g
2 $ Ou seja, nem z, nem p, nem a, e nem a' sio diagonais na representacdo N.
93 5 e
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20|0|9 Autokets na representacao das coordenadas
uia

Considere a equacao a|0) = 0 na representacgao das coordenadas (z'|a|0) =0, e

mw mw P

reescrita por (x| o7 —(z + )]O) =0— o7 —(2'|(z + %)]@ = 0, ou ainda
v h d d h
(x/+m2@)<x/’0> =0— (x’—l—x%E)@:’]O) =0, com zg = —
Reoganizando, temos:
d x’ z'?
0 0 luca 0) = A —
- —(2'|0) = 5’30< 2'10), com solugao  (x'|0) exp ( 2x(2)>

O estado fundamental do oscilador harmonico simples, na representacao das

coordenadas, é uma gaussiana. A densidade de probabilidade, dada por:

12

[(2'10)]* = |A]” exp ( — 2—2) tem largura xg e pode ser usada para calcular A,
0

pois /dm’|(m'|()>|2 :/daj’|A|2eXp(— :B_2) =12 A= ——
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FIO0| Autokets na representacao das coordenadas

Aula 9
(1)(a/0) = = exp [ — §(25)]

O

A partir de ¢ 2)|n) = 2270y

' 1 1 h d
1) = /TO: / % _20: ) v /0:
(1) = (a/lal0) = () [ 5 = B0y = = S )
1 / 2 d / 2 1y \/5 / 1 55/2
— i 0) =,/ — 0) = _Z(Z
. \/iazo(x o= )(@|0) o (x']0) g 32" exp | 2(x%)}
% De forma geral, é possivel obter para o n-ésimo estado
S -] L\ — w2 D ynep = (20
;g g <aj ’n>_7T1/4\/2TTL!(xn+% (33 dex/) eXp[ 2($(2) )}
Oo ( 'g 0
&(?000
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20|0|9 Relagdo de incerteza para o estado fundamental
ula

Para avaliar a relacao de incerteza para o estado fundamental, precisamos

calcular (x), (p), (z?), e (p®) para o estado |0). Para isso, usamos as seguintes

(

r=1/52—(a+a") =22 =2(a® +a™ + aa® +ala)

2mw 2mw

p=iy/ 2 (—q+al) = p? = — 22 (q? 4+ % — qal —ala)
relacoes: <

aln) = nln —1) ea’|n) = v/n+1jn +1)

\<n’|n> = On'\n
(0]z[0) = 0 e (0]2%]0) = 52-(0|(a® + a? + aa’ + aTa)|0) = L

que fornecem

: (01910) = 0 ¢ (0[p?[0) = —=22(0](a + ¥ — aal — aa)|0) = ==
3
gAssim, calculamos ((Az)?) = (2?) = i e ((Ap)?) = (p*) = fume e, finalmente,
e 2mw 2

- g h? 1

gg O 2temos ((Az)?)((Ap)?) = R Para n # 0 ela ficaria ((Az)?){((Ap)?) = (n+ 5)2712
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Fl001 Oscilador Harménico Simples: T eV
Aula 9

Valores esperados de T' (energia cinética) e V (energia potencial) para o estado |0)

2 1

D 9 1 hmw hw (H)
T = — = — o — —
O(T = 5-)10) = 5 (0p*[0) = 5 ——— = = = =5 -
v\I;eorema do virial
mw?x? mw? mw? h hw  (H)

Evolucao temporal do oscilador
Das equacoes de Heisenberg para x; e p;,

dp; _ 1 _ 0
G = i V(X)) =—7-V(x)
_ tinhamos
= de; __ 1 P’ 1 _ pi
§ i = T g T
g - L 9 9
g que para o oscilador V = imw x°,
A
[
o § dp 2 ( _ h 'I‘
95 E 2 — Tmwrr xr = —Qmw(a—l—a)
Oo B -
c% = ficam: com auxilio de <
30° dz _ p h .
Qoo T \p:,“/me( a+ab) s A
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FI0O0| Evolugao temporal do oscilador

Aula 9
)
hw h
1) % (z mT( a+aT)) = —mw? ( Qmw( +aT)>
x
temos < b
h mhw
d _ 1
2) & ( ST (a+aT)> = — (z T(—a aT))
\ ?Cr ;
Uma combinacao destas equacoes fornece equacoes desacopladas. Combine:
1 2 2 dat 1
§[Eq.1 X (—i hw)—i—EqZ X %] S % = §[iw(a—i—aT)—i—z’w(—a—i—aT)]
g 1 2 2 d 1
§ SIEQ.Lx (i ——) + Eq.2 x %)] o d—j = 5 [iw(a+af) + iw(-a +af)]
[
2 ¢ De forma equivalente as equagoes 1 e 2, temos agora
° =
?)3 OE da' t da .
5 — =wa' e — = —iwa
&go:;o dt dt
Qoo R
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FIOO! Evolugao temporal do oscilador
Aula 9

Transformamos as duas equagoes acopladas (em x e p), em equagoes

desacopladas (em a e a'). As novas equacoes,

da' oy da
— = wa e —

dt dt

téem solucoes relativamente simples:

a'(t) =a’(0)exp (iwt) e a(t) = a(0)exp (—iwt)

= —wa

Note que al(t)al )1 a1(0)a(0) — sao independentes do tempo
H = hw(N + 5)
o= /52 + k) a(t) = a(0) exp (—iwt)

£ De e

§ al = (= k) a'(t) = a'(0) exp (iwt)

pr | | |
W2 |- T2 (t) + 75p(t)] = /B2 12(0) + 75p(0)] exp (—iwt)
OC;,%O 2  temos:

535 MO0 (1) — i p(t)] = \/EZ[2(0) — —p(0)] exp (+iwt)
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FI0O0| Evolugao temporal do oscilador
Aula 9

dividindo pelas constantes multiplicativas,

[z(t) + 5 p(t)] = [2(0) + 55 p(0)] exp (—iwt)
temos:

[2(t) — 7i5p(®)] = [2(0) — 5p(0)] exp (+iwt)

e recombinando as equacoes,

z(t) = 2(0) coswt + % sin wt
temos:

p(t) = —mwzx(0) sinwt + p(0) cos wt

A evolugao temporal dos operadores de Heisenberg € exatamente
igual a das coordenadas canonicas da mecanica classica
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el Evolucao temporal do oscilador
pula | iHt iHt
Forma alternativa de obter x(t). Use: x(t) = exp (T)m(O) exp ( — T),

com auxilio de: exp (iG)\)AeXp ( — iG)\), que pode ser escrito na forma:

2)\2 DN
A4 iNG, Al + 2—[G, G, A+ ... +

G, |G, |G...|G,A]...]]] e utilizado

n!
[H,2(0)] = -2
repetidas vezes com
[H, p(0)] = ihmw?z(0)

Cuidados especiais com nossas interpretagoes
x(t) = x(0) cos wt + p( ) sin wt

_ Olhando :
§ p(t) = —mwzx(0) sinwt + p(0) cos wt
-
% ficamos tentados a acreditar que (x) e (p) oscilam no tempo com frequéncia w.
gé’ O% Errado!, pois (n|x|n) = 0 e (n|p|n) = 0 Vn. Esperado? sim. O valor médio de
99 C

d’é’ uma, observavel com respeito a estados estacionarios nao muda com o tempo:
000

Qoo 1 1 o
B) = {(d'|exp (+=E,t)Bexp (—=E.t)|d") = (B) = (d'|Bld’ Az,
vaplima| 0 @ 1P pBet)Bexp (g Bat)la) = (B) = (a|Bla) %® |14
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FIOO0| Cuidados especiais com nossas interpretagdes
Aula 9

Oscilacoes classicas? S6 quando misturamos estados estacionarios
Exemplo: a) = ¢|0) + ¢1|1)

(a]z(t) |y = éa!x(O)]aZcoswt + %\(Mp(O)\aZsinwt

~ -~

\/7

Se um deles for diferente de zero, oscila

. . , . ~ . k
Como construir um pacote que oscila como o classico e nao espalha (muito”)

com o tempo? E um exercicio da lista (problema 2.19) mostrar que: a|\) = A|\)

resolve o problema, onde

£ o .
g B o M e _ L
; A) = Z f(n)n), com |f(n)|* = - exp (—n), e n a parte inteira de um
g
g valor médio.
g; O% Para resolver o problema 2.19 da lista, veja:
929 2
&g £ “Quantum Mechanics”, Merzbacher, 3a. edig¢ao, pdgina 220-31.
000

90° *Para dispersao, “Quantum Collision Theory”, Joachain, pdgina 55. R/
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20(”9 Cuidados especiais com nossas interpretagdes
ula
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20|0|9 Equacio de onda dependente do tempo de Schrodinger
ulia

Queremos examinar o estado |a;, tp;t) na representagdo das coordenadas.

Em outras palavras, analisar a funcao de onda: ¢ (x',t) = (x'|a, to; 1),
onde o |a,tg;t) é um ket estado, dentro do enfoque de Schrédinger, no

instante ¢ e (x'| 6 um autobra de x com autovalor x'.

2

A Hamiltoniana do problema sera dada por: H = ;; + V(x) e para
m

facilitar, trataremos potenciais locais, que tem a definicao:
X'V (x)[x) = V(x)8’ (x' —x")

naen m
Note que poderia ser dependente do tempo

mais complicado ¢ (x" |V (x)|x’) = v1(x"”)v2(x") (nao local, mas separdvel)

§‘ dependente do momento p.A + A.p, etc.
3 0
S Nestas condigoes, a equagao de Schrodinger: ih—|a, to;t) = H|a, to;t)
; 0 h? "
g 55 O % fica:  ih (1) = — oV ) + V() (1)

s
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20|0|9 Equacio de onda dependente do tempo de Schrodinger
ulia

Uma das propriedades mais interessantes da equacao de Schrodinger:

0
th—|a,to;t) = H|a, to;t

57> to3 t) o, to; T)
na sua forma geral acima ou na representacao das coordenadas, abaixo:

L0 h
zhaw(x 1) = 5

é que elas sao lineares: uma combinacao de solucoes é uma solucao.

2
5= V(1) + V(X )p(x', 1)

Em outras palavras, se |aq,tg;t) é solugao, e |as, to;t) € solucao, a
combinacao ci|ag, t;t) + co|as, to;t) também é, Vey e co. O mesmo vale
na representagao das coordenadas. Se 11 (x',t) é solucao, e ¥o(x',t) é

solucao, a combinacao c11(x’,t) + catho(x’, t) também é, Vc; e co.

Isso vale para um continuo de solucoes:
U(x' t) = /dE’g(E’)wE/(X’,t), também ¢é solucao, desde que cada

uma das g/ (x’,t) também seja uma solugao. E isso que permite a
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construcao dos pacotes que tenho apresentado nas animacoes.



