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O Problema 
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• Queremos encontrar a relação entre os harmônicos esféricos: 

𝑌𝑙
−𝑚 𝜃, 𝜑 = −1 𝑚 𝑌𝑙

𝑚 𝜃, 𝜑
∗
 

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑                 𝑌𝑙

−𝑚 𝜃, 𝜑  

• Vamos provar: 



Plano 
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• Vamos usar os operadores “elevação” e “redução”: 

𝐿± = 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦 

• Os operadores alteram o índice 𝑚 e mantêm 𝑙 

𝑌𝑙
𝑙 𝑌𝑙

𝑚 

𝑌𝑙
−𝑙 𝑌𝑙

𝑚 

Usar aplicações 
sucessivas dos 

operadores para obter 
duas expressões 

equivalentes para 𝒀𝒍
𝒎 



1°: Obtendo 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑  a partir de 𝑌𝑙

𝑙 𝜃, 𝜑  
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𝐿− 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 = ℏ 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚 𝑚 − 1  𝑌𝑙

𝑚−1(𝜃, 𝜑) 

𝑌𝑙
𝑙 𝑌𝑙

𝑚 
Aplicar 𝐿− 𝑙 − 𝑚  vezes 

= ℏ 𝑙 + 𝑚 𝑙 − 𝑚 + 1  𝑌𝑙
𝑚−1(𝜃, 𝜑) 

• Usando: 



1°: Obtendo 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑  a partir de 𝑌𝑙

𝑙 𝜃, 𝜑  
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𝐿− 𝑌𝑙
𝑙 𝜃, 𝜑    = ℏ 𝑙 + 𝑙 𝑙 − 𝑙 + 1 𝑌𝑙

𝑙−1(𝜃, 𝜑) 

2𝑙 1 

𝐿− 𝑌𝑙
𝑙−1 𝜃, 𝜑  = ℏ 𝑙 + (𝑙 − 1) 𝑙 − (𝑙 − 1) + 1 𝑌𝑙

𝑙−2(𝜃, 𝜑) 

2𝑙 − 1 2 

…
 

…
 

𝐿− 𝑌𝑙
𝑚+1 𝜃, 𝜑 = ℏ 𝑙 + (𝑚 + 1) 𝑙 − (𝑚 + 1) + 1   𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑) 

𝑙 + 𝑚 + 1 𝑙 − 𝑚 

2𝑙 !

𝑙 + 𝑚 ! 
 𝑙 − 𝑚 ! 



1°: Obtendo 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑  a partir de 𝑌𝑙

𝑙 𝜃, 𝜑  
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𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

𝑙 + 𝑚 ! 

2𝑙 ! 𝑙 − 𝑚 !

𝐿−

ℏ

𝑙−𝑚

𝑌𝑙
𝑙 𝜃, 𝜑  

• Usando: 

• 𝑌𝑙
𝑙 𝜃, 𝜑 =

−1 𝑙

2𝑙 𝑙!

2𝑙+1 ! 

4𝜋
sen𝜃 𝑙𝑒𝑖𝑙𝜑 

• 𝐿±
𝑝 𝑒𝑖𝑛𝜑𝐹 𝜃 = ∓ℏ 𝑝𝑒𝑖 𝑛±𝑝 𝜑 sen𝜃 𝑝±𝑛 𝑑𝑝

𝑑 cos 𝜃 𝑝 sen𝜃 ∓𝑛𝐹 𝜃  

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

−1 𝑙

2𝑙  𝑙!

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 + 𝑚 ! 

𝑙 − 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜑 sen𝜃 −𝑚

𝑑𝑙−𝑚

𝑑 cos 𝜃 𝑙−𝑚
sen𝜃 2𝑙 

• Encontramos: 

Com    
𝑛 = 𝑙

𝑝 = 𝑙 − 𝑚
 



2°: Obtendo 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑  a partir de 𝑌𝑙

−𝑙 𝜃, 𝜑  
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𝐿+ 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 = ℏ 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑚 𝑚 + 1  𝑌𝑙

𝑚+1(𝜃, 𝜑) 

𝑌𝑙
−𝑙 𝑌𝑙

𝑚 
Aplicar 𝐿+ 𝑙 + 𝑚  vezes 

= ℏ 𝑙 − 𝑚 𝑙 + 𝑚 + 1  𝑌𝑙
𝑚+1(𝜃, 𝜑) 

• Usando: 
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𝐿+ 𝑌𝑙
−𝑙 𝜃, 𝜑    = ℏ 𝑙 + 𝑙 𝑙 − 𝑙 + 1 𝑌𝑙

𝑙+1(𝜃, 𝜑) 

2𝑙 1 

𝐿+ 𝑌𝑙
−𝑙+1 𝜃, 𝜑  = ℏ 𝑙 − (−𝑙 + 1) 𝑙 + (−𝑙 + 1) + 1 𝑌𝑙

−𝑙+2(𝜃, 𝜑) 

2𝑙 − 1 2 

…
 

…
 

𝐿+ 𝑌𝑙
𝑚−1 𝜃, 𝜑 = ℏ 𝑙 − (𝑚 − 1) 𝑙 + (𝑚 − 1) + 1   𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑) 

𝑙 − 𝑚 + 1 𝑙 + 𝑚 

2𝑙 !

𝑙 − 𝑚 ! 
 𝑙 + 𝑚 ! 

2°: Obtendo 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑  a partir de 𝑌𝑙

−𝑙 𝜃, 𝜑  



2°: Obtendo 𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑  a partir de 𝑌𝑙

𝑙 𝜃, 𝜑  
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𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

𝑙 − 𝑚 ! 

2𝑙 ! 𝑙 + 𝑚 !

𝐿+

ℏ

𝑙+𝑚

𝑌𝑙
−𝑙 𝜃, 𝜑  

• Usando: 

• 𝑌𝑙
−𝑙 𝜃, 𝜑 =

1

2𝑙 𝑙!

2𝑙+1 ! 

4𝜋
sen 𝜃 𝑙𝑒−𝑖𝑙𝜑 

• 𝐿±
𝑝 𝑒𝑖𝑛𝜑𝐹 𝜃 = ∓ℏ 𝑝𝑒𝑖 𝑛±𝑝 𝜑 sen𝜃 𝑝±𝑛 𝑑𝑝

𝑑 cos 𝜃 𝑝 sen𝜃 ∓𝑛𝐹 𝜃  

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

−1 𝑙+𝑚

2𝑙 𝑙!

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 − 𝑚 ! 

𝑙 + 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜑 sen𝜃 𝑚

𝑑𝑙+𝑚

𝑑 cos 𝜃 𝑙+𝑚
sen𝜃 2𝑙 

• Encontramos: 

Com    
𝑛 = −𝑙

𝑝 = 𝑙 + 𝑚
 



Comparação 
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• Comparando as duas equações: 

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

−1 𝑙+𝑚

2𝑙 𝑙!

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 − 𝑚 ! 

𝑙 + 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜑 sen𝜃 𝑚

𝑑𝑙+𝑚

𝑑 cos 𝜃 𝑙+𝑚
sen𝜃 2𝑙 

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =  

−1 𝑙

2𝑙  𝑙!
  

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 + 𝑚 ! 

𝑙 − 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜑 sen𝜃 −𝑚

𝑑𝑙−𝑚

𝑑 cos 𝜃 𝑙−𝑚
sen 𝜃 2𝑙 



Comparação 

11 10 de Junho de 2020 Felipe Mazzi 

• Comparando as duas equações: 

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =

−1 𝑙+𝑚

2𝑙 𝑙!

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 − 𝑚 ! 

𝑙 + 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜑 sen𝜃 𝑚

𝑑𝑙+𝑚

𝑑 cos 𝜃 𝑙+𝑚
sen𝜃 2𝑙 

𝑌𝑙
𝑚 𝜃, 𝜑 =  

−1 𝑙

2𝑙  𝑙!
  

2𝑙 + 1

4𝜋

𝑙 + 𝑚 ! 

𝑙 − 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜑 sen𝜃 −𝑚

𝑑𝑙−𝑚

𝑑 cos 𝜃 𝑙−𝑚
sen 𝜃 2𝑙 

𝑌𝑙
−𝑚 𝜃, 𝜑 = −1 𝑚 𝑌𝑙

𝑚 𝜃, 𝜑
∗
 

• A mudança 𝑚 → −𝑚 é suficiente exceto por um fator −1 m e 
o sinal da parte imaginária: 
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𝐑𝐞 𝒀𝟑
𝟏 𝜽,𝝋  𝐑𝐞 𝒀𝟑

−𝟏 𝜽,𝝋  

Uma Intuição: 𝑚 ímpar → inversão da parte real 
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𝐈𝐦 𝒀𝟑
𝟏 𝜽,𝝋  𝐈𝐦 𝒀𝟑

−𝟏 𝜽,𝝋  

Uma Intuição: 𝑚 ímpar → preservação da parte imaginária 
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𝒀𝟑
𝟏 𝜽,𝝋

𝟐
 𝒀𝟑

−𝟏 𝜽,𝝋
𝟐

 

Uma Intuição: o módulo quadrado é sempre preservado! 
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Obrigado! 

Referência: Cohen-Tannoudji, C., Diu, B., & Lalöe F. (1977), Quantum Mechanics, 
Vol. 1. John Wiley. 


