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N
O Problema

* Queremos encontrar a relacdo entre os harmdnicos esféricos:
m —-m
Y, (0, ¢) Y, (6, p)

* Vamos provar:

Y™, 0) = (—D™(Y™(6,9))
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.
Plano

* Vamos usar os operadores “elevacdo’ e “reducdo:

e Os operadores alteram o indice m e mantém [

4 Usar aplicacoes ) Yl m

. [ ¢ > Yl

sucessivas dos

operadores para obter
d.uas expressoes _ Yl_l‘ > Y

equivalentes para Y| y

\_
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-
1°: Obtendo Y™ (6, ) a partir de Y;'(6, ¢)

Yl Aplicar L_ (I — m) vezes
l

» Y

 Usando:

L_Y™(0,¢) = /Il +1) —m@m—1) Y"1, p)

= /(U +m)(I-m+ 1D Y6, )
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-
1°: Obtendo Y™ (6, ) a partir de Y;'(6, ¢)

L_Y'(6,¢) =h/U+DU—-1+DY18,¢)

L_Y™(0,¢) = i/ + m+ 1)A — (m + 1) + 1| Y6, 9)

lamt1 ] l-m
2D)!
(I +m)! t=m
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1°: Obtendo Y™ (6, ) a partir de Y;'(6, ¢)

. (L+m)! /L\"™™
{ (3'¢)=J(zz)!(z—m)!(h) r,9)

e Usando:
=

l C { n=
Y/ (6,9) = (lel)' (214“)' (sen §)tell® / M lp=1-m

(Ly)P[e™F(8)] = (Fh)Pe'(MtP)® (sen 9)PEM |(sen6)T"F (6)]

d(cos 6)p

* Encontramos:

(sen §)?!

e!mP(sen@)™ ™

6. e) =,

(D¢ 2l+1({+m)! . ali-m
47t (I —m)!

d(cos §)i-m
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e
2°: Obtendo Y™ (0, ¢) a partir de Y,"(0, )

_ Aplicar L, (I + m) vezes
Yll‘ P +( ) > Ylm

 Usando:

L. Y™(6,9) = AJI(l+1) —m(m + 1) Y/"*1(6, ¢)

=hJ(—m)({+m+ 1) Y™, ¢)
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]
2°: Obtendo Y™ (0, ¢) a partir de Y,"(0, )

L. Y7H0,9) = wa + l)(z — 1+ 1>Y}+1<9 ®)

L. Y7H(6,0) =y — (=1+ 1)U+ (=1+ 1)+ DY 20, )

L. Y™ 1(6,9) = (- (m — 1))+ (m—1) + 1) [Y;"(6, )

lomit] {Lim ]
; (_er)n!)' (I +m)!
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2°: Obtendo Y™ (0, @) a partir de Y;'(6, ¢)

" (I—m)! L\
Y (0’(p)=\/(21)!(l+m)!(h) G

e Usando:

n=-—l|

Com |
Yl_l(e; Q) = zllll (21+1) (sen§)'e~te / M lp=l+m

|(sen0)T"F(6)]

(L)P[e™PF(6)] = (Fh)Pel(tP)? (sen §)PE" —d(cos e

* Encontramos:

(sen 8)?!

_1\l+m _ l+m
P ' J2l+1(l m)! d

ST m GrmnC (send)™

d(cos 8)!+m
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-
Comparacao

* Comparando as duas equacdes:

Db 2l+1+m)! . dt-m
m — ime -m 21
", ) 21! 47 (I —m)! e (send) d(cos B)i-m (sen8)
(D™ RI+10-m)! . daitm
m — ime m 21
RCHD 20! 4t (I +m)! e (send) d(cos Q)+tm (sen6)
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-
Comparacao

* Comparando as duas equacdes:

(DL 20+1+m)! 1 ali-m
m — ime -m [ 21
", ) 21! l 47 (I —m)! eE(send) d(cos B)i-m (sen8)
D™ 21+ 10-m)! [, daitm
m — ime m 0)2!
RCHD 20! 4t (I +m)! eElsend) d(cos Q)+tm (sen6)

* A mudanca m —» —m é suficiente exceto por um fator (—1)™ e
o sinal da parte imaginaria:

Y™, 0) = (—D)™(Y™(6,9))
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Uma Intuicao: m impar — inversao da parte real

0.2

0.0

-0.2

-0.4
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-
Uma Intuicao: m impar — preservacao da parte imaginaria

Im[Y1(6, ¢)] Im[Y3'(6, 9)]

Felipe Mazzi 10 de Junho de 2020



-
Uma Intuicao: o moédulo quadrado &€ sempre preservado!

¥1(8, 9)|”
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Obrigado!

Referéncia: Cohen-Tannoudji, C., Diu, B., & Lalde F. (1977), Quantum Mechanics,
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