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@ Queremos mostrar que

/ o O 9N
(r'|Ls|a) = in (smgbae + cotg@cosqﬁa(b) (r'la)

(r'|Ly| o) = iR (—cosqﬁ% + cotgesimb%) (r'|a)

onde |a) é um ket qualquer e (r, 0, ¢) sdo as coordenadas esféricas.
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L=rxp
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L:rXp:>Lk:ZE,'ij;pj
ij
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L:rxp:>Lk:Ze,-jkx,-pj
ij

entao

(F| L= {F] 3 eipxinj
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:
L=rx p = Lk = Ze,-jkx,-pj
ij

entao

(FlLe="> e {r| xipj

i
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:
L=rx p = Lk = Ze,-jkx,-pj
ij

entao

(L= eipxi(r'] pj
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L:rxp#Lk:Ze,-jkx,-pj

)

entao

.0
<r'| Ly = ;eijkx; <r’| _Iha_xj
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L=r><p=>Lk=Ze,-jkx,-pj
ij

entao

. 0
<I‘/‘ Lk = — Ihzij:eijkxl{a_xj{ <r'|
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L=r><p=>Lk=Ze,-jkx,-pj
ij

entao

. 0
<I‘/‘ Lk = — Ihz:e,'jkx,{a <r'|
ij J
@ Portanto

(F|Ly]a) = _mze,ﬂx;% (Fla)
if J
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L=r><p=>Lk=Ze,jkx,-pj
ij

entao

. 0
<I‘I‘ Lk = — Ihz EUkXI{W <r’|
ij J
@ Portanto

. 0 . 0 0
(r'|L] o) = _Ihgeﬁlx;a_xj (Fla) = —ih (y’ﬁ — z’a—y,) (r'|a)
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L=r><p=>Lk=Ze,jkx,-pj
ij

entao 9
<I‘I‘ Lk = — ihz EUkXI{W <r’|
i J
@ Portanto
! ] » Ii / . Ii _ li /
(r'|L] o) = /h;eulx,-axj (Fla) = —ih (y 57 2 8y’> (r'|a)
e

(r'ILy| o) = —fhzeijzxf% (r'la)
if J
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@ Definicdo do operador de momento angular orbital:

L=r><p=>Lk=Ze,jkx,-pj
ij

entao 9
<I‘I‘ Lk = — ihz EUkXI{W <r’|
i J
@ Portanto
! ] » Ii / . Ii _ li /
(r'|L] o) = /h;eulx,-axj (Fla) = —ih (y 57 2 8y’> (r'|a)
e

. 0 . 0 0
<r/ ILy| a> = —/hZe;jzx,{a—)S{ <r’|a> = —ih (z’W — Xl@) <r/|a>
ij
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@ Queremos o resultado anterior em coordenadas esféricas

X = rsinfcos¢
y = rsinfsing

z = rcost
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@ Queremos o resultado anterior em coordenadas esféricas

X = rsinfcos¢
y = rsinfsing

z = rcosf

@ Sabemos que dada uma transformac3o de coordenadas

xi = xi(y)
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@ Queremos o resultado anterior em coordenadas esféricas

X = rsinfcos¢
y = rsinfsing

z = rcosf

@ Sabemos que dada uma transformac3o de coordenadas

xi = xi(y)

dy; 0
8X, Z Ox; dy; Y

temos
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@ Queremos o resultado anterior em coordenadas esféricas

X = rsinfcos¢
y = rsinfsing

z = rcosf

@ Sabemos que dada uma transformacdo de coordenadas

temos

para o x

xi = xi(y)
-3 5a
Ox; Oyj

0 O0r9o 000 0¢ 0

Ox _ oxor  0x00 | 0x 00
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@ Queremos o resultado anterior em coordenadas esféricas
X = rsinfcos¢
y = rsinfsing

z = rcosf

@ Sabemos que dada uma transformacdo de coordenadas

xi = xi(y)
-3 5a
Ox; Oyj

0 _ord 000 090

e
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@ Queremos o resultado anterior em coordenadas esféricas

X = rsinfcos¢
y = rsinfsing

z = rcosf

@ Sabemos que dada uma transformacdo de coordenadas

temos

para o z

xi = xi(y)
-3 5a
Ox; Oyj

0 0r0 000 0¢ 0

9z ozor T 0z00 " 9200
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=x2+y2+22, cosh =2, tgh=
r

X I<
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=x2+y2+22, cosh =2, tgh=
r

X I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

or x

ax r
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=x2+y2+22, cosh =2, tgh=
r

X I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

ar .
Ix sinfcos¢
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=x2+y2+22, cosh =2, tgh=
r

X I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

ar .
Ix sinfcosp, — ==
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgo =
r

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

or _

3y sinfsing

or .
Ix sinfcosg,
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x%+y?+z2 cosf = 2, tg¢:Z
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
or or or z
o _ gnd O _ Ginbsi or _z
EM sinfcosg, ay sinfsing, 9 7
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2+ty2+22, cosh =2, tgp="7
r X

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

g _ sinfsing, & = cosf

or .
— = sinfcosg, ay 97

Ox
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgp =
r

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

or . r oo
X sinfcoso, 8_y = sinfsing,
Ocosf 0 /z
ox  Ox (7)
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgp =
r

X |I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

& = sinflcoso, o _ sinfsing, & = cosb;
Ox

dy 0z
w29
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2+ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
0 . o
6—; = sinflcoso, a—; = sinfsing, a—; = cosb;
—sin069 .z or
Ox  r2ox
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgp =
r

X |I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

Ir_ sinfsing, & = cosb);

or .
X sinfcosg, ay 97

@ _ cos¢pcost)
ox r
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgp =
r

X |I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

Ir_ sinfsing, & = cosb);

or . 0
X sinfcosg, ay 97

% _cosgpcosf)  Ocost) 3 (E)
ox r ' 0y Oy

r
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

z
r=+/x2+y2+2z%2 cosb ==, tgp= 4
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
r : ar o r
— =sinfcos¢, — =sinfsing, — = cosb,;
Ox dy 0z
00  cospcosd 9O  singcosh
Ox r 7 9y r
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgp =
r

X |I<

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

Ir_ sinfsing, & = cosb);

or . 0
X sinfcosg, ay 97

% _ cos¢cost) @ _singcos)  dcost 2 (
ox r ' 9y ro 0z 0z

Gustavo Matheus Gauy Momento angular orbital

V4

r

)

1 de Junho, 2020

5/6



@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2+ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
or ar aor
— =sind — =sinfsi — = cosb;
I sinfcosg, ay sinfsing, 97 cos

% _ cos¢cost) @ _ singcost @ _ sinf
ox r 9y r ' 0z r
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r:'/X2+y2+22,

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

r .
Ix sinfcosg,

% _ cos¢cost)

ox ro
otgp
ox
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
or ) or o or
Ix sinfcosg, 8_y = sinfsing, 9 cosf;
% _ cos¢cost) @ _ singcost @ L ﬂ .
ox r ' 9y r ' 0z r’
o9 0 ry
2,90 _ 0 (Y
Sec ¢8x Ox (x)
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
% = sinfcoso, g—; = sinfsing, % = cosb;
% _ cos¢cost) @ _ singcost @ L ﬂ .
ox r ' 9y r ' 0z r’
o¢ y
2
sec Qj)a = — ;
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=x2+y2+22, cosh =2, tgp
r

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

or

X I<

or . ar o
Ix sinfcosg, 8_y = sinfsing, 9 cosf;

V4

% _ cos¢cost) @ _ singcost @ B
ox r ' 9y r ' 0z
d¢  sing

ox rsind
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
or ar or
—_— = 1 0 —_— = 1 9 1 —_— = 0;
EM sinfcosg, dy sinfsing, 97 cos

00  cosgcost) @ __singcost) 90 sinf

ox r 7 9y r 9z r'
99 _ _ sing @_ﬂ(x)
Ox  rsinf’ 9dy  Jy \x
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
0 . 0 o 0
6—; = sinfcoso, a—; = sinfsing, a—; = cosb;
00  cospcosd 00  singcosd 00 _ sind |
ox r ' 9y r ' 0z r’
0¢ _ sing  9¢ _ cose
Ox  rsin@’  dy  rsinf
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=+/x2+y2+4+ 22 cosh = E, tgo =
r

@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo

% — sin@cos¢, g—}r/ = Sin95ih¢,

ﬁ = cosb;
Z

X I<

00  cospcos) 00  singcosd O  sinf

ox r 9y  r ' 0z r
% _ sing 8_(;5 _ cosp otgd
Ox  rsind’ Qy rsind’ 0z
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@ Usando a definicdo de coordenadas esféricas temos

r=vx2ty2+22, cosh =2, tgp="2
r X
@ Com isso, as componentes do Jacobiano sdo
& = sinfcoso, g _ sinfsing, & = cosb;
Ox 0z
% _ cos¢cost) @ _ singcost @ L ﬂ .
ox r ' 9y r ' 0z r’
%__sind) 8_¢_cos¢> %_0
Ox  rsind’ 9y rsind’ 0z
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@ Portanto
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@ Portanto 5 5
(F |Li] o) = —ih <y5 - z@) (|
o oro 900 0 oro 000 960
ih [’S'”es'”¢ (82 or " 9z00 oz a¢) reosf (8y or " ay00 "y a¢)] ('l
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@ Portanto

() = =it (vl =25 ) (v'la)

Yoz
- oro 0 _¢3 oro 000 060\,
=i [’S'”es'"d) (82 or " 9z00 " 970 ) <ay or " ay00 "y a¢)} ('l

& (r'|Li|a) =ik (sinqﬁ% + cosqﬁcotg@%) (r'|a)
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@ Portanto

(r'|Li|a) = —/h( Y5, z—y) r'la)
o (S 2 58 (2 250N 1
& (r'|Li|a) =ik (sinqﬁ% + cosqﬁcotg@%) (r'|a)
@ De forma anédloga para o y:

(r'|Ly| o) = ih (—cosqﬁ% + sinq&cotg&%) (r'|a)
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