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Feynman e a equacao de Maxwell
Feynman assume as seguintes trés hipoteses:
m:'éj = Fj(l’,:b,t) [xj,xk] =0 m[xj,:t'k] = ihdjk

Dessas propriedades seguem as relagoes:

. ih Of . ih Of
Derivando m[x;, &] = ihd i, temos:
. . . 1h OFy,
m[xjvxk] +m[xj7$k] = m[xjaxk] + [xijk] =0 = ETCC] =
OF _
or;
(3) também implica que [x;, Fy] = — [z, Fjl:
(5, Fi] = —ml[i;, &%) = mlix, #;] = —[w, F}]
Isto motiva a definicao de B;:
.m OF, .m*
zﬁ[:nj,Fk] =€ Bi = 8—% = z?[xj,xk] = —€i1Bi

Podemos inverter esta relacao e obter uma expressao para B;. Utilizando:

€ijkepjk = 20ip

Multiplicamos dos dois lados por €,;; para obter:

2
epjkz?[ajj,:rk] = —€ijkepikBi = —20;pB; = —2B,
2
Bz‘ = —EZ'ij?h [.CCj,LL’k] = Gijszh[wj’ Fk]

Nos lembrando da identidade de Jacobi:
[A,[B,C]] + [C,[A, B]] + [B,[C,A]] = 0

substituindo x,, T, e &, vemos que B; nao depende de i:

—m[j:j, xk]
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[@n, (25, Fi]] = mlan, [Tk, 25]] = —m[ij, [Tn, 2x]] — mlig, (25, 2n]] = —[25, iR6nk] + [Tk, iR0ys] = 0

Daqui é facil ver que o divergente de B é nulo, nos permitindo entdo identifica-lo com o campo magnético.
De (1) e (5) :

0B; m m3 m3 €k
o ih [, Bil €ijk oh2 (2, [wja iy 2n2 3

([&4, (25, Br]] + [Bw, [, T5]] + &5, [Th, 23]]) = 0

Obtemos entdo nossa primeira lei de Maxwell 0;B; = 0. Note que para conseguirmos esta equagao foi
apenas necessario assumir as hipoteses (1). Elas tem como consequéncia a nao comutagao das componentes
do momento cinemético, assim como obtido na aula 14 com a interagao do potencial vetor. O interessante é
que as hipdteses aparentam ser restritivas o suficiente para permitir que apenas a interacgao eletromagnética
as satisfaga. Prosseguimos com o campo elétrico.

Nos lembrando de como podemos escrever o produto externo em notagao de tensores:

(A X B)k = EijkAiBj (6)

Simplesmente definimos FE;, como:

1 1
E,=F,— ieijk(jf'jBk — ijk) = E=F— §(X xB—-B x X) (7)

Vamos denotar a simetrizacdo por (i;By)s = 3(i; By, + Bgi;) por simplicidade. Podemos identificar E;
como o campo elétrico se ele satisfaz as equagao de Faraday:

0B
aitk + GijkaiEj =0 (8)

Tomamos a derivada total no tempo do campo B:

dB; 0B, . 0B; __ﬁi[]_ﬂj([])
it ot \"Mom, ), Up g T kT W Tk

m ~ ;
= Cijk g ([Ej + €jpa(ipBg)s, 2x])

Pois mi; = Ej + €jpq(2pBy)s, agora usando a igualdade:

€ijk€jpq = OkpOiq — Okqlip

€ijk[Ejs Tk] + €ijk€ipg(TpBq)s: k] = €iji[Ej, Tx] + (Okpdiq — OkqOip) [(EpBg)s ]
= €| Ej, o) + (21 Bi)s, Tx) — [(:Bg)s, Tk

Cada termo é uma derivada:



L iﬁan - L @8(:%31)5 _ ﬂ % . 0B;
(B k] = m Ox [(@xBi)s, 1] = m  Oxrr  m \Oxp Bi+ ozy )
g OB, i (0, 0By
[(#:Br)s: 2] = m O, m <8xk By, + &i Oz, )s

Subtraindo o terceiro termo do segundo:

in (05%3' OB 0

9k p s B ith . 0B;
or " k@xk oxy, s

— Bk) = ([C'Uk,:tk]Bi = [@g, &3] Be + —
m s m " 0x

O primeiro termo é nulo. Para o segundo, percebemos que By, ~ €nkildk, Ti] = [Tk, Ti] ~ €mkiBm,
portanto ([Zg, ;| Bk)s ~ €mki(BmBk)s. Mas (B, Bg)s € simétrico, o resultado é nulo.

Logo, juntando todos os termos:

B; B; h OF ; ) B; E; B;
0B; ( 0 Z> m( ihoE; ih. 0 Z) OF; 0 e = 0

ot " Oxy, s ih ko oxr, m k@mk ”kaxk ot

Obtemos assim duas equacoes de Maxwell:

0B
0;B; =0 7(9; + eijk&Ej =0 (9)
As outras duas equagoes:
oF; .
%? =Adnp O Ey, = €ijk:8iBj + 471y, (10)
J

sao tomadas no artigo original [1] apenas como as defini¢oes de p a densidade de carga e j a corrente
externa.



Esta prova ¢ interessante pela simplicidade das hipoteses (1), e pelo resultado inesperado. Pois além
de termos obtido duas equagdes de Maxwell a partir de regras basicas da fisica quantica, aparentemente
obtemos uma teoria que é invariante por transformagoes de Lorentz. Por outro lado, (1) apresenta hipoteses
invariantes por transformacoes de Galileu; isto é:

Como resolver esta questao? A resposta é que as equagdes obtidas (9) de fato sdo invariantes por
transformagoes de Galileu. Admitindo que os campos B e E sao dados pelas equagoes (5) e (7), vejamos
como isto ¢ feito. As novas coordenadas z} e & sdo dadas por (11). Assim:

(25, @3] = [ + Vi, &5 + Vil = [, &3] + [0, V] + [V, &5] + [Vi, Vi] = [, 2]
e portanto B’ = B. Como sabemos, F’ = F', portanto:

1 . 1 . 1 .
El=F] - injk(x;‘Bl/c)s = Ei + Seije(@jBr)s — eije((@ + Vi) Br)s = Ei — €1V By

As derivadas das coordenadas mudam com:

8t/ = 8t — VZ(?, 81" = 8@'
portanto tem-se imediatamente 0;B; = 0y B = 0. Para a equagao de Faraday:
OB, OE; 0By OBy, OBy, OE;

0
o e = or  Vow, kg, BT aneeBa) = 57 Feng =0

Que as duas equagoes que obtivemos sao invariantes por Galileu pode ser visto dentro do contexto do
eletromagnetismo classico, sem admitir a forma (5) para B[4]. O que acontece, [3, 4] é que as duas outras
equagoes (10), ignoraveis a principio, nao sao compativeis com transformagoes de Galileu, dando origens a
termos indesejaveis. Assim, nao hé inconsisténcia no truque de Feynman com a relatividade.
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