


a)Primeiramente temos que:

𝐽𝑦 =
𝐽+ − 𝐽−
2𝑖

,

logo:

𝑗 = 1,𝑚′ 𝐽𝑦 𝑗 = 1,𝑚 =
1𝑚′ 𝐽+ 1𝑚

2𝑖
−
1𝑚′ 𝐽− 1𝑚

2𝑖
.

Tem-se também que:

𝑗′, 𝑚′ 𝐽± 𝑗, 𝑚 = (𝑗 ∓ 𝑚)(𝑗 ± 𝑚 + 1)ℏ𝛿𝑗′,𝑗𝛿𝑚′,𝑚±1,

logo:

1𝑚′ 𝐽𝑦 1𝑚 = ℏ2𝑖 (1 −𝑚)(2 +𝑚)𝛿𝑚′,𝑚+1 − (1 +𝑚)(2 −𝑚)𝛿𝑚′,𝑚−1 ,

que em forma matricial fica:



1𝑚′ 𝐽𝑦 1𝑚 =
ℏ

2

0 − 2𝑖 0

2𝑖 0 − 2𝑖

0 2𝑖 0

.

b) Primeiramente tem-se que, para 𝑗 = 1:

𝐽𝑦
3 = 𝐽𝑦

ℏ

2

0 − 2𝑖 0

2𝑖 0 − 2𝑖

0 2𝑖 0

ℏ

2

0 − 2𝑖 0

2𝑖 0 − 2𝑖

0 2𝑖 0

𝐽𝑦
3 =

ℏ

2

0 − 2𝑖 0

2𝑖 0 − 2𝑖

0 2𝑖 0

ℏ2

4

2 0 −2
0 4 0
−2 0 2



𝐽𝑦
3 =

ℏ3

8

0 − 2𝑖 0

2𝑖 0 − 2𝑖

0 2𝑖 0

𝐽𝑦
3 = ℏ3

𝐽𝑦

ℏ
 

𝐽𝑦

ℏ

3

=
𝐽𝑦

ℏ
,

então o operador de rotação é:

𝑒
−𝑖𝐽𝑦𝛽

ℏ = 1 − 𝑖
𝐽𝑦

ℏ
𝛽 −

𝐽𝑦

ℏ

2
𝛽2

2!
+ 𝑖

𝐽𝑦

ℏ

3
𝛽3

3!
+
𝐽𝑦

ℏ

4
𝛽4

4!
− 𝑖

𝐽𝑦

ℏ

5
𝛽5

5!
+⋯

𝑒
−𝑖𝐽𝑦𝛽

ℏ = 1 − 𝑖
𝐽𝑦

ℏ
𝛽 −

𝐽𝑦

ℏ

2
𝛽2

2!
+ 𝑖
𝐽𝑦

ℏ

𝛽3

3!
+
𝐽𝑦

ℏ

2
𝛽4

4!
− 𝑖
𝐽𝑦

ℏ

𝛽5

5!
+ ⋯



𝑒
−𝑖𝐽𝑦𝛽

ℏ = 1 − 𝑖
𝐽𝑦

ℏ
𝛽 −

𝛽3

3!
+
𝛽5

5!
+⋯ −

𝐽𝑦

ℏ

2

1 − 1 +
𝛽2

2!
−
𝛽4

4!
+⋯

𝑒
−𝑖𝐽𝑦𝛽

ℏ = 1 − 𝑖
𝐽𝑦

ℏ
sin 𝛽 −

𝐽𝑦

ℏ

2

1 − cos 𝛽 .

c) Primeiramente tem-se que:

𝐽𝑦
2 = ℏ2

1

2
0 −

1

2
0 1 0

−
1

2
0

1

2

,

então, como 𝑑𝑚1,𝑚
1

𝛽 = 1𝑚′ 𝑒
−𝑖𝐽𝑦𝛽

ℏ 1𝑚 , tem-se:



𝑑𝑚1,𝑚
1

𝛽 = 1 − 𝑖

0 −
𝑖

2
0

𝑖

2
0 −

𝑖

2

0 𝑖

2
0

sin 𝛽 −

1
2 0 −

1
2

0 1 0
−
1
2
0 1

2

1 − cos 𝛽

𝑑𝑚1,𝑚
1

𝛽 =

1 −
sin 𝛽

2
0

sin 𝛽

2
1 −

sin 𝛽

2

0 sin 𝛽

2
1

+

cos 𝛽−1
2

0 −cos 𝛽+1
2

0 cos 𝛽 − 1 0
−cos 𝛽+1

2 0 cos 𝛽−1
2

𝑑𝑚1,𝑚
1

𝛽 =

1+cos 𝛽
2 −

sin 𝛽

2

1−cos 𝛽
2

sin 𝛽

2
cos 𝛽 −

sin 𝛽

2

1−cos 𝛽
2

sin 𝛽

2

1+cos 𝛽
2


