FIOO| O Potencial linear
Aula | |

Neste caso V(x) = k|z|, com k constante e positivo. Para E = ka, note pontos

de retorno classico em x = f+a. A equacao de Schrodinger independente do

W d? V()
tempo, fica — %ﬁuby(x) + k|z|up(x) = Fug(x)

>
, — x
E possivel transformar este problema em um outro, onde s6 lidamos com valores

de x positivos. Para isso é preciso observar que a Hamiltoniana (escrita aqui na

representagao das coordenadas) tem paridade par, isto é/H (—x) = H(x).|Como

consequéncia disso, as autofuncoes terao paridade bem definida, ou seja, ou sao
fun(;ées pares ou sao fungoes impares. Fungoes impares tem propriedadef(0) = 0
€ e funcoes pares tem a propriedade f/(0) = 0 (pois f(x) tem um méximo ou
minimo em x = 0). Assim o problema, s6 para x > 0, pode ser dividido em dois,
se adotarmos as seguintes condigoes de contorno para ug(x) :

dug

[1] Para fungdes pares, ug(—z) = ug(r) — d—(O) =0e lim ug(x)=0
€T T—r 0
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O Potencial linear

h? d?
Agora, vamos transformar a equagao, — — —ug(x) + krug(x) = Fug(x)
2m dx?
E
de forma que fique sem unidades. Para isso, considere | y = =+ e e = o
Zo 0
h?  d?
Esta escolha nos leva & — dma? dy? up(y) + kroyugr(y) = eEqug(y) ou
2 2
d? 2mk:r;3 2m€x%E0 IB% = % — T = (%)1/3
d—y2uE(y)_ 72 yup(y) = — 72 up(y) — By = nfj:Z  Fy = (hiicQ)l/Ii
J2 =2 para achar x, =2 € para achar E, g2 0 Note x,/E,=1/k
G2 W) 20— 2up(y)) = 0 use z=2"%(y—e) — Toup(z)~zup(2)) =0

~

— a

Equacao de Airy

E

: ( xT E
05" 1 — _ x _ E . . _ . E
3 z—0—>y—€—>xO—E0..x—x0Eo
/\ \\ paraE:kaeg—%:%, temos r = a.
0 ' Assim, identificamos:
§

\/ 2z =0 (z = a) ponto de retorno classico

05} 2z < 0 (z < a) regiao classica permitida
10 0 o |2 >0 (x> a) regiao clssica proibida

A A
FIGURE 2.3 The Airy function. %‘\é‘ 2
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FI0O0| O Potencial linear
Aula Il Cchamando de Ai(z) = ug(z),a condigdo de contorno na origem pode ser

vista da seguinte maneira:
sex=0=2=2Y3(y—¢) = 21/3(£ —€) = —2/3¢

\ _——

(2) 1) Par — %2(0) =0 — £ Aj(z = —21/3¢) = 0 zeros da derivada
b 2) Impar — ug(0) = 0 — Ai(z = —21/3¢) = 0 zeros da funcio de Airy

os zeros da fungao de Airy (ou de sua derivada) definem as energias (€) que
fornecem as condicoes de contorno corretas na origem. Note que, novamente,

a condicao de contorno é que quantiza as energias do sistema.

§ Ai'(z) = 0 para 2 = —1,019; z = —3,249; 2 = —4,820;. ..
%
g Ai(z) = 0 para z = —2,338; 2 = —4,088; z = —5,521;. ..
i
L FE 1,019
83, g O estado fundamental é: ¢ = 1,019 x 2-1/3 — o — F = YVE Ey
od.o%o 2 ponto de retorno classico Ny B 0 . 1.019
69 3555 com uma distancia caracterfstica de z = a = — = B2 — o
s L EO 21/3 &"’A -
¥ 3
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FI001 Neutron como bolinha quantica pulante

Aula || :
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Para o neutron quéntico saltitante, pegamos sé as solugoes impares (zeros de Aq)
£ Estes zeros, achados com Ai(z) = 0, aparecem em z; = —2,338; 29 = —4,088;
§z3 = —95,021;...
o)
3 : I VE
% Os dados do experimento fornecem xg = (—— = 7,40um.
5 m2g ’
° 9
o2, S _ 2,338 _ E .. _ 2338 _
ogg 7 E1 = 51/3 com Ir1 = E—OLEO = Wl’o = 14um
%) £
- , _ 4,088 _ E .. _ 4,088
o&gg? Assim temos: < g9 = Si/5 COM T2 = 70 = 5175 L0 = 24um
Qoo __ 5,521 _ E .. _ 5521 _ -y
€3 = 51/3 com Irs = E—OLUO = W':UO = 32,um &"’A
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FIOO| Aproximagao semi-classica WKB
Aula || WKB (Wentzel, Kramers, e Brilloin), é uma aproximacao semi-classica que
explora limites onde h pode ser considerado pequeno. Em suma, a idéia é

escrever a funcao de onda como

@D(X/, t) =V P(X’, t) exp (@) lousa

e explorar a validade das aproximacoes para S. Para facilitar, consideremos

o caso unidimensional. Lembre que para o caso estaciondario, temos

dW oW dx OW  0Sdx dx

S(x,t Et = — —
() =Wie) =Bt eaue =5 @ " ot “owat  Vat
W = /p dt = / pdr = :I:/ V2m(E — V(x')da' pois,
_EH:2——1—V( x') = E. Assim, temos: S(z,t) / V2m(E — V(2')dx' — Et
£ m
0
g Para o caso estaciondario, temos (‘3_§ = 0. Assim, a equacao da continuidade fica
8
2 0 S d
2 g 2L V.j =0 — j = constante (uma dimensao). Vimos j = A ﬁ—S(az t)
02 S ot m m dx
°°?6<, g d cte
o2 v (z,t) = cte .. £p/2m/( (x) =ctee . \/p (B Ve
Qo0 R
4‘\’ 5
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Aproximacao semi-classica WKB

cte 1 : :
X — quanto maior a velocidade,

Not =
LAV = BB — V) ™ oaaes

menor a chance de encontrar a particula no ponto.

Assim, inserindo y/p e S na expressao de v, temos a aproximacao WKB:

cte T / , iEt
o) = Tt vy o (7 | VERE = V@ = )

Antes de explorar melhor esta solucao aproximada, vejamos o que significa h

pequeno. Entre outras, consideramos (slide 8 da aula 10)

d? d
AlVZS| << |VS|? — Al dVZ| << d_W|2 (S =W — Et, e unidimensional)
x x
2 _ _
A 2w p [l V2m(E -V (z))
d>W d mr m| 2%
=5l =1£—v2m(E V()| =]~ : | = :
dx dx V2m(E — V(x)) V2m(E -V (x))
¥ 0
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20|0| . Aproximagao semi-classica WKB
ula

d*W dw
Assim, a condigao A| T | << |d—|2 pode ser reescrita por
x x
1 1 |V h | o om(E —V(x))
B >>‘M‘2—> P ITa >>|M|—>—d2f’§v >> N =A<< v
’ dx? dx ’ dx? x | dx? dx
e dV T
que ¢é satisfeita quando |d—\ ~ 0 e nao é satisfeita quando V(z) = F. Uma
x
d dVv
forma de olhar isso é através da expressao: il >> V]
A 2m(E — V(x))
Numero de comprimentos de onda dentro / /

do intervalo dx que o potencial varia dV. A wvariacao relativa do potencial

precisa ser pequena em muitos

comprimentos de onda.

Pense neste outro argumento: para construir um pacote de ondas com momento
relativamente bem definido é preciso combinar ondas com momento p ~ pg. O

tamanho do pacote é da ordem de um comprimento de onda (\). Se o potencial

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Aproximacao semi-classica WKB

A solugao para ¥ (z,t) foi deduzida para a regiao classicamente permitida,

onde E — V(x) é positivo. Consideraremos, agora, a regiao onde E — V()

é negativo (classicamente nao tem sentido). Faremos isso substituindo

diretamente \/E — V(z) = i\/V(z) — E na expressao de 1 (z,t), ou seja,

@0(513775) —

(@ — vy P

cte / \/Zm E)dz' — %)

Temos uma solugao para F > V(x) e outra para E < V(x). O problema é que

nenhuma das duas vale para £ = V() (Viola a condicdao \ <<

Solucao: <

\

2m|E — V(x)]
‘d_V
dx

(1) Expanda V(z) ao redor de zg (situacao, onde V(zg) = F)

Viz)=V(xg) + ‘é‘;’ (x — xg)
2) Use esta expansao e — % dd22 up(x) +V(x)ug(x) = Pug(x)
d%; up(x) — 234w _— (x — x9)ug(x) = 0 (equagao de Airy)

3) As solugoes sao fungoes de Bessel de ordem =+ % Empate

estd solugdo com as outras duas (a esquerda e a direita de xg).
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,IZOIOII | Aproximacio semi-classica WKB: poco de potencial
ula
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Solucoes WKB longe dos pontos de retorno cléssico:

rwl(x) = (V(m)iE)l/‘* exp ( _ %fxxl \/Qm(V(a}’) _ E)dx/)

% brr(2) = vy exp (£ 4 7, v2m(E = V({))da)
S Y(@)4
o LE ¢II($) - (E—V%x))l/‘l exp ( + % f;Q \/2m(E' _ V(x,))dQZ/)
95, 2
%%G E 1 1 * / /
@?8‘:;0 \111(%) = ey exXp (—+ [0 V2m(V(z') — E)da’)
Qoo §\",A
¥
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,IZOIOII | Aproximacio semi-classica WKB: poco de potencial
ula
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Conectando as regioes com as funcoes de Airy, obriga a regra:

Yr(x) = (V(x)iE)l/él exp ( - % fxxl \/2m(V(:c’) - E)dx/)

regiao I — II

§ Yri(z) = (E—V%x))l/‘l cos [ [ \/2m(E =V (z'))da' — 7]
8
g
° % Yrri(z) = (V(a:)iE)l/‘l exp (=5 [, /2m(V(a') — E)da')
33 (Ps resifo T — 1
9. 5 - _
o&?&* V() = yyrr cos | — 5 [, 7 v/2m(E = V(a')da' + 7]
ot A
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,IZOIOII | Aproximacio semi-classica WKB: poco de potencial
ula

As solucgoes na regiao II deveriam ser iguais, a menos de um sinal. Assim:

E /N _ 2 I — ., T
V() = (B — V(z))/2 COS [ﬁ 5 V2m(E — V(x))dx' — Z} =
= +yf(x) = i(E — ‘/2(33))1/4 cos | — %/x 2 V2m(E — V(2'))da' + Z]

para isso, exigimos que os argumentos dos cos difiram em nw. Ou seja,

1 [ , 0w 1 [*2 , , T
[ V@V -T2 / Vem(E — V@))da' + 5] =

T

2 1
Ou melhor, / V2m(E — V(a'))dx' = (n + 5)7‘(‘h — %pdq = nh

1 .,
TV

/

Isso lembra a regra de

quantizacao da velha

mecanica quantica de

Sommerfield e Wilson.
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,IZOIOII | Aproximagao semi-classica WKB: uma aplicacdo
ula

Suponha bola pulando em uma superficie dura e sob acao de um campo

gravitacional. O potencial deste problema é definido por:

v mgx, para x > 0
oo para x < 0

E

com pontos de retorno classico definidos por x1 =0 e zo = —.
mg

Nao é possivel usarmos diretamente a solucao WKB desenvolvida , pois

tinhamos a hipdtese de que a onda vazava para x < x1 e aqui a funcao

é nula nesta regiao. E possivel, entretanto, usarmos a solucao WKB
desenvolvida, se considerarmos um novo potencial, V' = mg|z|, que é
igual ao do problema em questao para x > 0, mas difere na regiao de

x < 0. Lembrando que este potencial gera autofuncoes de H com paridade
bem definida, podemos considerar as funcoes impares do novo problema
como solucao do problema original, pois, as fungoes impares se anulam na

origem, conforme exigéncia da condicao de contorno do problema.
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FI0O0| Aproximagao semi-classica WKB: uma aplicacdo

Aula 11 O novo problema tem potencial: V' = mg|z|, com pontos de retorno cléssico
: . )T = —mig
iguais a: o= 4 E
2 - mg *

Para obter o espectro, basta resolver a integral:

1

-
/ \/Zm(E — mg|z|)dr = (Nimpar + 5)7Th
E

mg

Como o integrando é par, podemos escrever:

W
mg ].
2/ V2m(E — mgx)dx = (Pimpar + 5)7Th —
0

_|_£

1 1 1 1 1

s V2m(E — mgz)dx = 5(nfmpar + 5)7#1 — 5(27@ — 1+ 5)”h = (n— Z)”h
3 1 2/3
g E, = { [ (n 24)ﬂ }(mg2h2)1/3 comn=1,23..
:
o, /|2
CH P | 2320 2338
I35 2 4082 4,088 |
° 3 5517 552 N
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FI00] Aproximacio semi-classica WKB: exercicios extras

Aula 11 1) Use a aproximagao WKB para calcular os niveis de energia de uma particula
sem spin de massa m movendo em uma caixa com paredes rigidas em x =0
e x = L. Dica: usamos as funcoes de Airy para acertar a aprorimacao nos
pontos de retorno cldssico. Faca algo semelhante, lembrando que a expressao

correta da funcao de onda na parede rigida é ¥ (0) = (L) = 0.

2) Use a aproximacao WKB para calcular os niveis de energia dos estados s de

um elétron preso a um nucleo de carga Z|e|. Dica: trate o elétron como preso

entre duas paredes rigidas emr =0er =a (com E =V (a) = a = —Ze*/E).

3) Use a aproximagao WKB para estimar os niveis de energia de um oscilador

harmonico unidimensional.

4) Use a aproximacao WKB para resolver o problema da particula saltitante no

campo gravitacional (slide 12). Nao use o truque de simetrizar o potencial.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Lousa

H(—x)= H(x) = se H respeita essa simetria, quais propriedades poderiamos
prever sobre as auto-funcoes de H? Comece definindo um operador m, tal que
mp(x) = Y(—x). Aplique 7 sobre essa equacao mr)(z) = mp(—x) = P(x) e
conclua que 72 = 1.

e O que voce consegue dizer sobre [m, H|? Aplique 7H em uma funcao qualquer
rH(2)p(x) = H(—2)p(~2) = H(z)p(—x) = H(x)mo(x) . ¥o(x), [r, H) = 0
e Isso significa que as auto-funcoes de m também sao auto-funcoes de H.

e Suponha que vocé sabe a solugao de mug(x) = Aug(z). Coloquei o indice E
para lembrar que sao também auto-fungoes de H, isto é Hug(z) = Fug(x).

e Aplique 7 na sua equacao de auto-valor e obtenha

mrug(r) = AMtug(x) = )\QuE(ac) =ug(x) .. A =1= \==l1, ou seja
mup(r) = ug(—x) = fug(z) ... paridade bem definida.

e Estudaremos melhor como explorar simetrias no final desta disciplina.
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FIOO | Aula 10, slides 8 e 9;: O limite classursczX t
Aula Il Comece substituindo a expressao Y(x',t) = v/ p(x/,t) exp

equacao de Schrodinger
. 0 / h 2 / / /
tha ¥(x, 1) = —o - V7P(x, 1) + V(x)y(x, 1)

e obtenha a seguinte expressao:

N

W VP aﬂ
h? 7
= [V2f+( )(Vf) (VS) - —f\V5\2 + (GIVPVIS] + Vv

T 2m
No limite classico, h é considerado muito pequeno. Observe que temos

termos em A°, h', e h?. O limite cldssico é obtido mantendo os termos

em h° e desprezando todos os termos que dependem de % e 2. Isso d4

05(x',t)
ot

No caso de um estado estacionario, H nao depende do tempo e classicamente

=0

1
VS( 1)+ V) +

5 a funcao principal de Hamilton é separavel e pode ser escrita por:
o (+]
03 O S(x',t) = W(x') — Et, onde W(x') é a funcao caracteristica de Hamilton.

&§00° O momento na teoria de Hamilton-Jacobi é dado por: Psssico = VS = VWL
Qoo \\v, A
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Lousa
Aula |1 <.

Funcoes que diferem por um sinal, tem a mesma fisica.

|
,f’i';/f\: § \
8 i
| % 1
z i
8 I
o° g ! .
el b s cosh = _ nbs
O?f@ = cosa = £ cosb = cos (b + nm) = cosbcosnm — sinbsinnmw =
Qoo
3% o a=b+nr . a—b=nmw
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