FI00| Transformacao de Gauge

Aula 15 E razodavel esperar que os valores esperados de quantidades classicas
invariantes mediante transformacoes de Gauge também sejam invariantes.
Assim, esperamos que (x) e (IT) ndo mudem mediante transformacao de

Gauge, mas (p) mude. Em outras palavras:

|a) um estado na presenca de A

Se

—— o~

|a) um estado na presenga de A = A + VA
(alx|a) = {alx|a)
entdo, esperamos que:
(alp — SAla) = (alp — CA[a)
com (a]a) = (a|a) = 1.

Vamos construir um operadog G tal que |a) = G|a) e que quando inserido
esejo

em (@|x|d) = (o|GTxGla) £ (alx|a) e . GTxG = x.

Ou, de forma semelhante, para o momento cinerﬂléticoz
esejo
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FI00| Transformacao de Gauge

Aula 15 ie Koperador
Tiramos do chapéu que G = exp (h—)\(x)) ¢ a solucao. Inspirada na
c
condicdo (aa) = (ala) =1 = GG =1
Podemos verificar se funciona para o caso
GTxG = exp (— ;—GA(X))xexp (%)\(x)) = X pois, [x,A(x)] =0 (c.q.f)
c
De forma semelhante, podemos verificar:
fo—SA—Sv\@g = _ ey _PA_ S ey
G (p . CV )G exp( _~ (x))(p . CV )exp(hc (X))
= exp (= - A(x))pexp (-A(x)) \—%A - EWJ
(A A =0¢[g(A),A] =0
§ falta exp ( — ;—eA(X))peXp (;_L—e)\(x)) que pode ser calculado com auxilio
c c
% da €Xpressao “gradiente da .exponencial.
Y [p.G(x)] = —ihVG(x) = pG(x) — G(X)p = —ihexp (- A(X)) VA
;8 : g . ¢ multiplicando por G* hc he .
oc;,%o £ ou seja pG(x) — G(x)p = G-V = G (pG(x) — G(x)p) = GTG-V A
&’ogc;;o C C

: C C Y
MAPLima de volta para a expressaoacima ~ Lucame

90°  (ipG=p+ gvx S G p—SA-SVAG=p- ZA (cqf) S -2



FI00| Transformacao de Gauge
Aula |5 Olhemos a equacdo de Schrédinger para |o, to;t) com o potencial vetor A. Se

1
[2 (p — —A) + eﬂ o, to;t) = iham, to;t) é satisfeita, a expectativa é que
m
. . 1 € e 2 0
la, to; t) satisfaca a equagao: [— (p — —A — —V)\) + egb} o, to; >—zha o, to; t).
m c c

Verifiquemos se a seguinte relacao é verdadeira |a, tg;t) = exp (%A(X)) o, to; t)?

Para tanto, insira esta expressao na equacao acima de Schrédinger para |, to;t),

e multiplique a equacao toda pela esquerda por exp ( — %)\( ))
Note que exp ( — ;—eA(x)) (p— EA — EV)\) | exp (;:C)\( x)) =
_exp (-~ ;—ex(x)) (P——A—=V))exp (;e A(x)) X
g X exp ( — %)\( )) (p — —A — —V)\) exp (;: )\(x)) e aplique
8
% exp ( %)\(X)) (b — —A B —V)\) exp (;e Ax)) =p-— %A duas vezes. A
gg O% equagao que sobra é a equacao de Schrodinger para |a, to;t) com A e isso

§o°°° demonstra a relagao entre |a, tg;t) e |a, to;t). . A
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FI00| Transformacao de Gauge
Aula |5 —~

Na representagao das coordenadas a relagao entre |a,tg;t) e |a, to;t) fica
Vo(x',t) = exp (;—GA(X’))wa (x',t), onde \(x’) é uma funcao real do vetor
c

. o~ / ~ .
posicao x'. Em termos de p e S, a funcao de onda pode ser escrita por

~ 1€ 1S 1 e
Vo, (X', 1) = exp (h—c)\(x’))\/ﬁexp (%) = \/pexp (ﬁ(S -+ E)\(X/))
p—p
Ou seja, basta
S— S5+ <A

Como fica o fluxo de probabilidade j = 1 (VS — EA)?
m c

Mediante a transformacgao de Gauge A — A + VA, temos

i= L (v(s+ ZA) _ E(A+V)\)) - %(vs— ZA) e

P
m

1o fluxo de probabilidade ¢ invariante mediante transformacao de Gauge.
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FIOO | Variavel dinamica fundamental: A ou B?

Aula IS5 - Particula prisioneira em cabo coaxial

Dois Cilindros metalicos, um dentro do outro.
Particula confinada entre p, e pp

O espectro de energia é encontrado

h2
resolvendo a equacao — 2—V2w = EvY
m

em coordenadas cilindricas e condicoes

de contorno abaixo.

3 g (9(0,p,¢) =0
8
e 3 Condigoes de contorno para ¥(z, p, ¢) <
35:(’% (2, pasp) = 0
B
Qo0

(2, po, ) =0 Az, ‘
MAPLima UZ‘.:Z:.,



FI00| O Espectro de Energia
Aula |5 n?

A equacao de Schrodinger — 2—V2¢ = [ em coordenadas cilindricas fica:
m

Py 10 10 0% 2mE

0 50, T 2o t 52 =~ ¥ com Y(z, . p) = R(p)Q(9) Z(2)
( 2(0)=Z(L) =0

= —kiZ — Z(z) = exp (tikoz) { Z(z) = sin kyz;

| ko = %,f inteiro

(Q(0) = Q(27)

d*Z(z)
dz?

temos <

dQQ(;O) = —12Q — Q(p) = exp (Fivyp) |

\ de | v inteiro
0*R  10R v? 2mE
Para p temos: 8—,02+;3—p_?R+( 72 —kO)R:O
r=kp d’R 1dR V2
§ Setomarmos{k_\/ngEkg %@—l—;%—l—(l—?)f{:()com
8 solucgoes conhecidas R = AJ, (kp) + BN, (kp). Aplique R(kpy) = R(kpy) =0, e
:
3 AJy(kpa) + BNy(kps) =0
gso(’gi obtenha T (kpa) Ny (kpy) = T (kpy) N,y (kpa) = 0
) a N ~ v
0&08?;0 AJy,(kpy) + BN, (kpy) =0 m = m-ésima raiz
Qoo K2 I RN o
. . _ v 2 “TN\2 .,
MAPLima Isso quantiza k e a energia Ey,,, = v (kmy + ( 7 ) ) u:.: 6



FI001 Campo magnético constante no interior do cabo
Aula |5 A particula ndo vé& o B.S6 vé o Al

Suponha agora um campo magnético B = ByZ no interior do cilindro p < p,.

Quanto vale o potencial vetor para p < p, € p > pg?

Caso p > pq
2
/superfl’cie B.da = B()ﬂ_pa — /superfl’cie (v X A)da — % linha A.d/
circular de circular de solf)er%hgdaaflel
ralo p>pq ralo p>pq de raio p>pa
mas, dl = pdp e ... A.dl = pAydp — Bomp? = pAd)% linha AP =2mpAy
fechada

sobre o anel

Bop;,
LAy = 2 — Mostre que B=V x A =0.
Caso p < pq

ic B.da = Bymp® = e (V x A)d :7{ inha  A.d/
ﬁuperflcle a 07T P /superflcle( ) a felchgda

circular de circular de
; : sobre o anel

ralo p<pgq ralo p<pq de raio p<pa
de novo, df = pdy e ... A.dl = pAgdyp — Bomp® = pA¢7{ inha AP =2mpAy
fechada

sobre o anel
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&)0000 LAy = 0P _, Mostre que B =V x A = Bjyz.
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Aula |5
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Novo Espectro de Energia

A particula nao vé o B.S6 vé o A

A solucao do problema, com campo magnético constante no interior do cilindro
) . A,=A,=0e A, Bopp/p<pa—>B:B02
p < pa, Sera obtida com
A,=A,=0¢e A, 0pap/,0>,0a—>B—O

Note que, embora a particula nao sinta o campo B na regiao p > p,, ela sente
A, pois A # 0 nesta regiao.

Para encontrar os autovalores para este novo problema, precisamos trocar

V por V — ;—GA. Lembrando que V em coordenadas cilindricas é:

c
= Ag + zg — lﬂ temos que trocar 3 — i — EBOp“
_'Oap 0z ,0(’990 4 dp  Ov he 2p

Tal troca resulta em uma mudanca no espectro de energia! (surpreendente, pois

V

o campo é zero onde a particula pode estar.) A equagao de Schrodinger em

coordenadas cilindricas é:

62¢+18¢+ 1 62¢+62¢_ 2mE

1 e usando a troca sugerida com

0p2 ' pOp  p2 002 922 K2
e Bop, a% 10  19% 0% a 2ai O 2mE
t ik a — S . A
" he 2 CHHOS 0p? p dp i P2 02 i 022 p2¢ p% 0y h? ¥
¥ 8
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FIOO| O potencial vetor A ¢ a variavel dinamica fundamental
Aula |5 62 1 8¢ 1 0%y 0% a? 2a1 O 2mE
A P TR (0)Q)2(2)
0p2 ' pOp  p20p2 922 p p? Op
( ‘z(O) — Z(L) =0
dz(z) = —kiZ — Z(z) = exp (tikoz) { Z(z) = sin kgz;
nos leva a: < | ko = %r, ¢ inteiro
(
2 . Q 0) = Q 2T
FU 120 5 Qlp) = exp (ivp) { *0) — QBT
\ |V mmteiro positivo
Para p agora temos:
0?’R  10R v? a? 2a1 2mE
— ————R——R——i R — k)R =0
o2 Tpap AT ER T EW) + T k)
0’°R  10R 1 ) 2omE r=kp
. —ap2 ;Fp—?(yia) R"‘( h2 —kO)R:OSe {k\/277?2Ek2
2 1 + 2
% — d—}j + LdR + (1 — v 2a) JR=0com R= AJ, (kp)+ BN, (kp).
v dx x dx x
£ Note que v/ = |v £ a| nédo é inteiro. Aplique R(kp,) = R(kpy) = 0,
g:o:gG é Ady(kpa) + BNy (kpa) =0
0?033;0 1 — i]V’(kPa)NV’(ka) — Ju (kpp)Nur(kpa) = Q
Qo0 AJ,//(k,Ob) + BNV/(/C,Ob) =0 > _ h? (]; (€7T)2) \\"I A
MAPLima m = m-ésima raiz—¥ . 2m Lo u:‘: )



FIOOT O efeito de Aharanov-Bohm

Aula |5 Experimento de correlacio

B—0 Outro caminho

de Feynman

/

regiao de interferéncia

ilindro

B#0

fonte de particulas

),

Um caminho de Pacote de ondas Pacote dividido apos
Feynman antes de passar passar pelo cilindro:
pelo cilindro Parte do pacote passou
impenetravel por cima. Parte passou
> 5 por baixo.
=
S § Queremos estudar como a probabilidade de encontrar a particula
|8 na regiao de interferéncia I depende do fluxo magnético. O estudo
|8 ;oo : . , ~
% sera feito com integrais de Feynman. A particula nao pode penetrar
o s . . . ~
0, O g no cilindro, assim, de novo, ela percebe o potencial vetor, mas nao
Q05 B : .
o?ﬁ i E vai onde B # 0. B = 0 fora do cilindro.
Qoo
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FIOO| O efeito de Aharanov-Bohm
Aula |5

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

QO Oo

o
o5l
J0o
0%
y)jo)d
Qoo

Qoo
MAPLima




FIOO| O efeito de Aharanov-Bohm

AUIa |5 ( m X 2 1ga m X 2 € ax

1) Lc1ssico = j(cjl_t) 1g_>B Lc1assico = ?(Ocli_t) -+ C Ccllt A
2) SO (n,n—1) lgaB §O(n n—1)+ ¢ Ltn”_l dt(4.A)
3) €[/ dt(%A)=¢["" A.dS

4) HeXp [is(o)(z,n—l)] hgi? HeXp [iS(O)(;:,n—l)} exp [% fxx:_l A.dS}

5) [ A.dS ndo depende do caminho, se 5 = 0.

Passos <
cruciais

15(0) £ 5(0)
6) fpor cima D(X(t)) eXp [%} + fpor baixo D(X(t)) eXp [%}

% liga B bor cima D(x(t)) exp [—iS(O)éN’l)} { exp % f;lN A.dS] Cima}—l—
O
S
‘..5 i5(0) , [ie [T
83 > —é + fpor baixo D(X(t)) CXp [ : 7§N 1)] CXP | ke fiL’lN AdS} baixo}
Oo?,( ’E

Q
o&o‘%gc’ 7) Quando quadramos, os termos de interferéncia sao do tipo:
Qoo TN TN B o Qe
MAPLima \ [% fa?l A.dS }c1ma [ f A.d ]baixo = % fﬁAdS = (I)B\\
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Monopolo Magnético

V.E = 47p (3 carga elétrica), mas V.B = 0 (# carga ou monopolo magnético)

Suponha que ele exista. Veremos que a mecanica quantica prediz que ele é

quantizado em termos de e, h, e c.

em
Se existir — B = -2 #. Como seria A? Nas coordenadas esféricas o V x A

2
¢ dado por:
1 0 0Ay ~1. 1 O0A, 0
A=t A 0 6 A
VX rrsine[ae( o sinf) - &b}—i_ T[SmH 0p 87“(T 8]+
~1.0 0A
A o T
+ 0[5, (rde — 5]
m (1l — 0
1D possivel mostrar que A = [e ( = C;S )}¢ cumpre o papel, mas existe
7 sin
um problema. Este potencial vetor tem uma singularidade em 6 = 7. Sera
que esta singularidade é removivel? Para avaliar isso,
(fsuperficie B.do = 4n f d3Tpm = 4rme,,
fechada
considere: ¢ f
3 : N Y
S &’rV.B = [V.(V x A)=0salvo se A for singular. £.& [43
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FIOOI Monopolo Magnético

Aula |5 AW) — [emils;fzsm}é para 0 < m — ¢
Tomaremos
AU = [emg;rfzse ]qb para 0 > €

2€,, -

Note que AUD = A ?
r sin 6
VA e que A = —2e,,¢ fornece o gradiente desejado.
LON 210N -~ 1 O

(verifique sabendo que VA = ra 9;@ ¢rsm8 96" Observe 6 > )

Vimos que as fungoes de onda obtidas de A e AUTD) estao relacionadas:

w0 1) = exp (“OED) GO 1) o U0 (1) = exp (20 ) D e 1)

pUDO=72.6=0,r)=¢vpD(O=7%,6=0,7)

—21ee,,

he

Escolha 0 = g
PUD(O = 5,6 = 2m,r) = exp (=5g==2m) (0 = 5, ¢ = 2m,7)

A funcao de onda nao pode mudar de valor quando damos uma volta
o

3P
00 P he
%53, - he 137

Qo9 “carga” seria e,, = N — > (quantizacao em unidades de e 5 e|). QW A
MAPLima c c - 14
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2m = N2 (N inteiro). Assim, se o monopolo magnético existisse, sua




FIOO| Lousa

Aula 15
Nas coordenadas esféricas o V x A é dado por:
1 0 0Ag 1. 1 0A, 0O
A=r A 0 0 A
VX rrsinﬁ[aé’( 6sin6) — 8¢]+ r[smﬁ [9J0) 8r(r ¢)]+
~1.0 0A,
+67 (5, 90 )
. (1 —
Substituindo nessa expressao A = Ay¢ = [6 ( C;)S ) } qb, e observando
7 sin
0 0 0 0 0A
—Ap=0;,—A, =0, —rA, =0;, —(rAyp) = 0; T —
que, 950 0; 90 0 5, "4 0 8r(r 0) 50 0 temos
.1 0 rem(l —cosf) . . 1 0 —epcosb) . Em
A. — y — -
VX rrsinﬁ[ae[ rsinf sm@} rrsineae[ r } rr2
§»Rep1ta o procedimento para AYY) do slide 14.
o)
(©)
3
S /B
OQ?,G B
Q% %

oooo
o
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