FIOOI Spin 2: Formalismo de duas componentes de Pauli
Aula 17 § .
- — = — ]
+><0>><+ - = (0)=x
Comecemos por: ¢
(0 2 - i
\><1>x > =01 ) =x
( (+e)
) = [+) (+Hla) + | =) (~]a) =
que nos leva a: < (—la)
(o] = (o) (+ + (ol =)~ = ( (+la)* (=la)* )
3 ( (+]e) Cy
% X = = =Cix4+ +C0_x-
£ Assim, representamos (—|a) C_
o o kets e bras arbitrarios 4
gggog por spinores, x:
o = T — x ) * — * * —
e X = (o (e )= (03 )
3% | =0 o N
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Spin 2: Matrizes de Pauli

01 —

(£[Sk|+) =

| St

Definindo

chamamos: < g9 =

03 —
\

(Ok)+,+ (

(E[Sk|—) = 5 (o) +,—

| St

de matrizes de Pauli. Em funcao delas, o valor médio de Sj, fica

(Sk) = (a|Sk|a) = Z Z (ela’){a’|Skla"){a"|e) =
=+,— a''=+,—
Algumas proprledades das matrizes de Pauli:
2 =1

« {7 -, . = {oi, 05} =26

0;05 + 00 =0 1# ]
{ [O'i,O'j] = 2i€ijk:0-k

. : {0102+02010 :
e coisas do tipo: _ —> 0109 = 103

0102 — 02071 = 220’3

e e outras, tais como, 02 = 0;; Tr (0;) = 0; det (0;) = —1
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FIOOI Mais propriedades das Matrizes de Pauli

Aula |7 1) Suponha que a = (a1, as,as) seja um vetor. Entao vale:

a ai; — 149
o.a—= g ap0p = 3
. a1 + a9 —Aas

leia (a.b) = 1(a.b)

Demonstragao: (Z Jjaj)(z orbr) = Z 0;0k0;by.
' k

J

1 1
Use que oo = §{aj, o} + 5[0]-, O] = 0,k + i€jr00¢. Assim, temos
N (o.a)(o.b) = Z((Sjkajbk + i€jpeajbror) = ab 4 Z €jkea;bro = a.b+
Jk Jk

+ i(albg — CLle)O'g + ’i(CLng — a3b2)01 + ’i(agbl — a1b3)02 —a.b + ’I:O'.(a X b)

3) Se as componentes de a sao reais, desta ltima propriedade, temos:
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Qo0 (0.a)(o.a) =a.a+io.(axa) =|al? an
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FIOOI Spin '2: Rotagoes

Aula |7 . B : 1
D(n,¢) = exp (=S:n) = exp (=own) = 1 = Lo+ () (on)’+
L ipy3 3
(o.n)? =|n|* =1
3 1 se k par
note que S (om)" = {( ) L {
o.n) se k impar
(0.n)? = (0.n)%(0.n) = (o.n) P
Assim, D, o) = [1— ~ (D)2 4 L(B) 4 —iom? - 29 4.
212 41 %2 2 312
. - .
Ou seja D(n, p) = cos 5 ~tomsin . Ou de forma explicita
8 » cos & —in,sin g (—ing —ny)sin %
82  D(n,p) = exp (ﬂa.n) =
g ’ 2 : o o
. g (—ing +ny)sin g cos £ +in,sin £
o?,?,G"@‘ . —ip
. P Esta matriz atua em x da mesma forma que exp (?S.n) atua em |a).
Qoo
Qoo W
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FIOOI Spin '2: Matrizes de Pauli
Aula 17 —t

Mediante rotacao: y — exp (T(pa n)x Embora o pareca vetor, de fato nao

muda como tal quando rodamos o sistema fisico. Entretanto, o,y deve

obedecer a propriedade de transformacao de um vetor, pois esta diretamente

h

relacionado a («a|Sk|a) = 5

X orX. Esperamos que XTakX — Z ngx orX-
¢

X — exp( “00' n)x = exp( S003))(

Testaremos
com
ao redor
de n=z

e, por exemplo,
xI = xTexp (+wa n) = x"exp (+ £03)
+1p —1

rodando x'o1x — x' exp (703)01 exp (T@ag)x Para isso, use que

D(n, ) = cos% —i0.n sin% ou melhor que D(z, p) = cos% — 103 sing ¢
Y

expresse ' o1y rodado por x' ( COS % + 103 Sin 5)01 ( Cos g — 103 sin g)X =
2 ¥ )

¥
—071 — 1COS — SIn — 0103 +1COS — sin — 0301 + 030103 sin? =
2 2 2~~~ 2 2~ ——

— 109 109 — 01

= XT(COS

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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C?’OOOO ((3032 LA sin? E)XTalx — 2cos hd sin EXTO'QX = XTalx coSs  — XTO-QX sin
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FIOOI Spin '2: Matrizes de Pauli
Aula 17 |

Como ficam as rotacoes de 277 Vimos que para spin 5 o estado |a) vai

para — |a). No caso das matrizes 2 X 2, teremos:

—1

exp (TSDO'.H)‘ Cosg — ¢0.nsin %](p:% = —1 Vn.

p=27 - [

Um exemplo interessante do uso de

i cos & —in,sing  (—ing —ny)sin %
D(n,p) =exp (——o.n) = ;

2 : : .
(—ing +ny)sin g cos & +in,sin ¥

esta em achar y, tal que o.ny = x. Equivale a buscar |S.n;+) tal que

h
S.n|S.n;+) = §]S.n; +). Diagonalizando ¢é simples: vocés fizeram ou

g podem fazer o problema 1.9 para obter:
3 :
§  |S.n;+) = cos (g)H} + sin(g)ew‘]—> que na linguagem de spinor fica:
833 g COS g
OO%%G 2 x= . Vamos obter isso, usando rotacoes.
900> i i B
900 e'” sin 5
Qoo &"’A
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FIOOI Spin '2: Matrizes de Pauli

Aula |7 R
p
/'
Ry ()
., g
x
Suponha (5, ) os angulos que definem n.
, —i03Q —i093 1
toket de o. =
O autoke eanserlaexp( )exp( 5 )(0)
cos 5 — i sin g 0 cosg —sing |
£ a 0 Q4 jsin & B o < 0 ) ;
§ COS 5 + ¢SIN 5 SIl 5  +COS 5
8 cos § —isin g 0 cos g €2 COos g
g _ _ _
i.% N o . N +icx N
. $ 0 cos 5 +¢sin 5 sin & e 2" sin &
) 2
od?,% £ B cos &
&g&‘?o —e 2 que é igual ao anterior, a menos de uma fase global.
Qoo i o B an
e’ sin 5 S | 7
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SO

(3),SU(2), e Rotagoes de Euler

Aula 17 O que é necessario especificar para definir uma rotagao geral? Que tal n e ¢ (3
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o
o
Oog
OO%
: oooo

Qoo
Qoo

MAPLima

numeros, onde n é defi

meio de matrizes reais

RTR = 1 gera nove eq

ver isso, observe que <

nido por (5, «)). A melhor forma de representa-la é por

3 x 3 (nove elementos). A condigao de ortogonalidade,

uacoes, mas s6 seis sao linearmente independentes. Para
r TY. _ T _ _
(RR™ )ik = 2_; RijRj), = >_; RijRyj = Ok
N——

—'s ou seja a

(RRT); =3 Ri;RY, = 3. Ry Ry = 61
\ ke g ttkjily g ttkjilig k1

equacao do elemento ik é igual a equacao do elemento ki de RRY. Assim,

temos seis equacoes
independentes, com
tres parametros livres

FEstes trés parametros que restaram dos nove, definem n e .

((1) Zj R%j = 1; (2) Zj R%j = 1; (3) Zj R%j = 1;

(4) Zj leRQj =0 igual a Zj RQlej = O;
\
(5) Zj lejo =0 igual a Zj jole — O;

\(6) Zj RQjjo =0 igual a Zj joRQj = 0.
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FIOOI Grupo SO(3)

Aula 17 conjunto de todas as operacoes de multiplicacao com matrizes ortogonais

formam um grupo. Isto porque as seguintes condigoes estao sendo satisfeitas:

1) O produto de V 2 matrizes ortogonais é ortogonal, pois:
(R1R3)(RiR2)" = Ry RoRY RT = R\RT =1
N——

1

2) Vale a lei associativa

Ri(RoRs) = (R1R2)Rs = R1RoRs

3) 3 a matriz identidade (corresponde fisicamente a nao rodar) e ela é ortogonal

IR=R1=R;el1’1=1

4) 3 a matriz inversa (rodar ao contrario) e ela é ortogonal, R~! = R

RR '=R'R=1

95

0 rom———

dg‘}gw Este grupo é chamado SO(3) (ortogonal especial de 3 dimensoes)
Qoo

Qoo A
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FI0O| Grupo SU(2)

Aula |7 o Grupo unimodular unitario estéd ligado a representacao matricial (2 x 2) que

: .o.np
roda os spinores: Y — exp ( — 1

)X- Transformacao esta que resulta em:

.o.1
XTX:XTGXP(—{—’L 2S0

invariante. Note também que

)exp (— $Z22

)x = XTX ou seja, \C+\2 + |C_\2 —1é

cost —in,sint (—ing —n,)sin £

—iy 2 2 2
exp (Ta.n) = tem determinante
(—ing +ny)sin & cos & 4 in, sin £
igual a: 1
2 ¥ 2. 2% 2 L L At N 2P
cos” 5 +n; sin §+(nx+ny)sm 5 = cos §+(nz+nx+ny)sm 5= 1
Dai o termo unimodular. A forma mais geral de escrever uma matriz unimodular
§ a b
56 u(a,b) = com |a|? 4 |b|? = 1. Note que u'(a,b)u(a,b) =
% _b* CL*
. % a* —b a b la|? + |b]*  a*b— ba* 1 0
Qoo o
0%, b*  a —b* a* b*a — ab* |al? + |b|? 0 1
Qoo
Qo0 R
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FI0O| Grupo SU(2)

Aula |7 Note que a transformacao

a b C+ CLC+ + bC_
u(a,b)x = -
—b* a* C_ —b*Cy +a*C_
conserva a norma do spinor, isto é:
CLC_|_ + bC_
(a*Cx +b*C* - bCF +aC* ) = |a|?|C|*+
—b*CL 4+ a*C_

+ |b]?|C_|? + a*bCLO_ + b*aC* Cy + |b]*|C1|* + |a|*|C-|* — a*bCLC_+
—b*aC* Oy = |CL|* +|C_ |2

a b
Além disso, note que u(a,b) = tem 3 parametros independentes.
= —b* a”
e
§ Poderia ser 4, pois a e b sao complexos, e podem ser escritos como: a = Ae'¥4;
3 .
S b= Be'5 com A, B, pa,pp reais. A condicdo |al® + |b]* = A® + B? =1,
NY]
= ¢ elimina a liberdade de escolha de um deles. Note ainda que cada u(a,b) pode
O
> g : . :
gggG g ser interpretada como uma rotacao. Basta comparar u(a,b) com a matriz que
%) £
% $32:,  roda spinores e inverter as equagoes. Faremos isso em seguida.
Qo0 RN
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FI001 Grupo SU(2)

Aula |7 [guale a forma geral da Matriz Unitaria Unimodular, com a matriz que
realiza rotacoes de spinores.
a b cos & —in,sing  (—ing —ny)sin %
u(a,b) = =
—b* a* (—ing +ny)sin £ cos & 4 in, sin £
( _ %
Re(a) = cos %
Im(a) = —n_sin &
e conclua: < {a,b} = parametros de Cayley-Klein
Re(b) = —n, sin £
§ (Im(b) = —n, sin %
o)
O
3
£ a b
;‘;”O‘% Mostre que o conjunto de matrizes com |a|® + [b]* =1
Qa5 i —_b* qF
By _ AS
R ormam um grupo.|Este € o grupo SU(2).
35 s i grup grupo SU(2) S o
¥ 12
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FI00| Rotacoes de Euler

Aula 17
2 2 (R.(a) roda de o ao redor de 2
\é R.(v)
\
. Rotacoes de Euler ¢ R,/(3) roda de 8 ao redor de ¥’
§ >Y | R/ (7) roda de 7 ao redor de 2’
: “E x R(a, B,7) = Ry (v)Ry (B)R. (). Inconveniente, pois
?) ?:i (’ sg v envolvem rotacoes ao redor do corpo rodado
o i
G T
Qoo RN
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FIOO|
Aula 17
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Que tal usarmos que {

Rotagoes de Euler

Seria melhor se rodassemos sobre eixos fixos no laboratorio.

Ry (8) = R.(a)Ry(B) R (o)

Ry (B) RHB)
= R.()Ry(8) R, (@) R.(7)R. (o) R (B) R ()
comutam

= R.(@)Ry(B)R.(7)R, (B)R; ' ()

T mee T sone

= R.(a) Ry (B)R=(v) R, (B) R () R2(a) Ry (B)R. (o) R: ()

R ('7) Ry’ (5)
R.(a)R,(B)R.(v) todas com respeito a eixos fixos
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FI00| Rotacoes de Euler

Aula 17 Usando os angulos de Euler, definimos uma maneira de rodar um sistema,
fisico classico de forma arbitraria. Como fica este assunto na mecanica

quantica? Lembre que basta trocar R por Dg. Isto é:

R(Oé, B, 7) = R, (V)Ry’ (B)Rz(a) = Rz(a)Ry (B)Rz (’7)

por

D(a,B,7) = Dz()Dy(8)D-(v)

. 1 ’iO’30é ’iO’Q ’iO’3’7
Caso spm—:D(oz,/S,v):exp(— )exp(— )exp(— ) =
2 2 2 2
o é o é — X
< e 2 0 COS 5 sin 5 e 'z 0
g i3 in 2 a ig
g 0 e sing 4 cos 0 ez
g8
o ' _;(ety) _ila=y)
o2, g e 2 cosg —e ' 2 smg ) .
993 i _ Note que é uma matriz
> (a=m) . g () unitdria unimodular
bt e’ 2 sins  +e' 2 cosg ,
S o

% 15
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FI00| Rotacoes de Euler

Aula |7
A escolha dos eixos, 2,9y’ e 2/, permitiu que a matriz que tem elementos fora
da diagonal, no caso a D,([3), ficasse real. Podemos escrever a representacao
1
de D(a, 8,7) em j = 5 da seguinte forma:
(1/2) 1 J.a Jy Syy. 1
Dm/m (aaﬁav) — <.] - §,m’]exp ( T T) exXp ( — T) exXp ( o B )‘] - §7m>
Calcularemos esta matriz para alguns casos de j # 1/2 nas préximas aulas.
o)
O
3
G
22, g
a3
%25 5.
Qoo
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