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Base de kets e representacoes matriciais
Comecgaremos estudando os autokets de uma observavel (representada por um

operador Hermiteano A).

Teorema : Os autovalores de um operador Hermiteano A sao reais; os autokets
de A com autovalores distintos sao ortogonais.
Demonstracao: Lembre que Ala’) = a’|a’) e que A é Hermiteano, e portanto
(a"|A = (a"|a"*, onde a’, d”, ... sao autovalores de A. Multiplicando a primeira
equacao pela esquerda por {a”| e a segunda equacao por |a’) pela direita e
subtraindo uma da outra, temos

(CLI L CL/,*)<CLN|CL/> — O

Um produto resulta em zero, se um dos fatores é zero (ou ambos). Tomemos

(1)’ =a”" = {(d'|d') #0 = d =a"* e, .-, real.
dois casos

(2) @’ #a" — d #d"* — (a"|a’) =0 e, .. ortogonais.

- . . . " .1
E possivel construir um conjunto ortonormal de kets (a”|a") = 647 a7

Este conjunto, por hipotese, é completo ," 1
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Autokets como Base de kets

Aula 2
Escreva
Multiplique pela esquerda por (a”| e obtenha c,» = {a”|a).
Assim, |a) = Z la"}{a'|a), o que nos leva a Z la’){a'| = 1
a/
Andlogo & expansao de um vetor V = Z éi(éi.‘?)
Relacao de
(ala) = {a] Z\a (a']) o) = Z‘ completeza
§\ 1 Operador
de projecao
8 Se (alay =1— > [(da))? = |ca|* =1 /
ilg a/ a/
52, ;‘E (la"y{a'|).]a) = |a"){a|a) = cor|a’). Se Ay = |a’){a’| temos ZAa/ =1
OO O E a’
d?ooo Ay seleciona a porcao de |a) na direcdo de |a’)
Qo0 A, A
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Aula 2 Representagoes matriciails

Um operador X pode ser escrito na forma X = 1X1 = Z Z la”"){(a" | X|a"){d]

a// a/

1
Pense em < | X |a como elemento de uma matriz representada por:

lmha e coluna

(aM|XaM)  (aD|X|a?)
(a? ,X‘a(l) a(2) | X|a®)

(@® | X[y (a®|X]aD)*

E fcil mostrar que XT = a(l) ]X|a,(2) (a(2) ]X\a@))* -+ |, pois vimos

Ou seja, para obter a matriz do conjugado
que (a”’|X|a’") = (/| XT|a”)* { Hermiteano tome a matriz transposta e o

complexo conjugado de todos seus elementos.
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8% s Se X é Hermiteano temos que (a"|X|a") = (a/| XT|a"V* = (/| X|a”
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Representacoes matriciais
A2 | X7 i

O elemento de matriz (a”|Z|a’) = (a”|X1Y|a) =) (a”|X|a"){a"|Y]d)

a///

ol |7) = X|a) operador unidade
(d'ly) = (d|X]a) = (¢|X.T|a) = ) (a/|X]a"){a"|e)

Isto sugere

(a®]a) (aV )
| @®la) | @@
) = (a®a) |- ) = (a®|)

§» 7] = (a|X operador unidade
§ (la') = (| X|a') = (o] 1.X]a") = Y (ala")(a"|X|d) o que sugere
i a'’
3&(’% (a] = ((alaM) (ala'®) (a]a®) ... ) = ((@W]a)* (@P]a)* (@P|a)* ... )
003 @ . * * *
0&5’?&,0‘ (vl = ((yla™) (11a®) (1) ..0) = (aV)* (a®y)* (@)t
Qo0 R
va¥ 4
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Representagoes matriciais

Aula 2
Assim, nesta representacao matricial
(Blay = {B[T|a) = (B Z ja") =) (Bla’){d|a) =
(atV]a)
(al]a)
= ((Bla) (Bla®) (Ba®) .Y | (a®|a)
Use o operador unidade
§.e (Bl X|a) = (B|1.X.1|a) = ZZ Bla"{a'| X|a"){a" |a) fica representado por
. (o)
(@V]X[a®) (D] |a®) o
g 2 1 2 2
3o g (Bl (8la®) (Bla®) .. )| (@P1X]a®) (aP|X[al) @)
e ) . .
§00° R
¥ | 5
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Aula 2 Representagoes matriciais

A representacao matricial do produto externo fica

(alD]8)

a@|3
B){a] = §a<s>lgi ((ala®) (ala®) (afa®) ... )

(aD[B)(ala®)  (alV]B)(ala®)
— | (@@[B)(ala®) (a®|B)(a]a®)

A representacao matricial de um operador na sua base de autokets fica

A=1.A1L= ") la)d|Ald")a"| = |a')a"Sarqr (a] =
= Za’]a’}(a'| = Za’Aa\

/A//:// ///://5
operador unidade (a'|Ala”) = a"(da’|a”) = a"dar ar
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AMn 3 Representagoes matriciais: Sistemas de Spin '

S,; +) — |£)para economizar

Como fica o operador unidade (também chamado de operador identidade)?
I = () (+) + (|=){=1])

EoS.7 S =g+ —3l-)(-

Note que S,|+) = +1|+)

Uma definigao tutil S; = A|+)(—| e S— = h|—)(+]| mais tarde Sy = S, +iS,,

levantador
1

Note que Sy |+) = Al+)(—|+) = 0 e que S+"—> = hl+)(—|-) = h“‘H
—

Quando nao da para levantar, a operagao da zero abaixador

e Note que S_|—) = hi|—)(+|—) =0 e que S_|+) = hA|—){(+|+) = I|—)

i '

o Quando nao da abaixar, a operagao da zero

: (1 (0

Lg Representagoes matriciais +) = 0 ;=) = R
I %
OO%O g L hf1 0 . N 0 1. . 0 0
03%?3;0 52_2(0 —1>’S+_h(0 0)’S_h<1 0)

Qoo RN
a¥
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Aula 2 Medidas, observaveis e relacoes de incerteza

Antes da medida da observavel A, podemos pensar que o sistema pode ser
representado por

> la)=) cald) =3 ld)d|o)

a/

quando a medida é€ feita, tudo se passa como se o sistema fosse atirado
(colapsasse) em um dos autokets de A (aquele correspondente ao autovalor a’)

o) "5 o)

Uma medida normalmente muda o estado do sistema, exceto

') " )

~ Note, entretanto, que antes da medida nao sabemos qual dos a’ sera obtido.

Postulamos que a probabilidade de encontrar @’ é |co/|* = |(d|a)|?

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Medidas, observaveis e relacoes de incerteza

Aula 2
Na vida real para verificarmos que a probabilidade de encontrar a’ estd correta,
preparamos muito sistemas em |a) e medimos até verificar que a distribuigao
estatistica das medidas esta correta. Uma colecao de sistemas, todos preparados
no mesmo estado |a), é chamado de ensemble puro. Um feixe de atomos de
prata que passaram por um experimento de Stern-Gerlach SG3 é um ensemble
puro caracterizado pelo estado |S,;+).
ja)
@) >
I Medida seletiva
.« la”) com a’" # a
% Em uma nova medida, qual a probabilidade de medirmos A e obtermos
@ a'? e de obtermos a” # a'?
v
o g \ \
02,
33 (WE | (@) P=1 [ (a"la) P=0
e
Qoo
Qo0 Y
Y
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Valor esperado de A com respeito ao estado |@)

Aula 2
Valor esperado ¢é definido por (A) = (a|A|a) = (A), (notagdo comum)
(A) = (a|L.A Loy = > (ala)(a'|A]d"){a Za {a
a’au/ \
(d'|Ala"y = a"{(d'|a") = a" bar ar Uma média ponderada.
Nossa nocao intuitiva de
um valor médio medido
£ " Valor médio pode dar qualquer coisa entre o menor e o maior
g Cuidado -! Vvalor das medidas efetuadas
3
.:Dg _ O valor de uma medida € um dos autovalores
52 /M2
o3Pz

B3
Oo°

Qo0 A, e
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] Um pouco mais de Sistemas de Spin 2

Aula 2
Sera que temos o suficiente para definir |S,;£) e |S,; £)?Veremos que sim e
até para definir os operadores.
Na Experiéncia de Stern-Gerlach quando tomamos um feixe |S;;+)e o
passamos por SG,, o feixe dividiu-se igualmente eml\Sz; +) e |S,; _>’| de tal
forma ’i> notagao
simplificada
(1S )] = 110 4] = —=, pois |(+182:0)F = [{=ISu +I> = 5
3 = |~ [Pz = ——, po1s ; = [{—|S,; ——
| Nada mudaria se multiplicassemos
§, Assim, |S;;4) = %H—} + %67’51 |—) - por uma fase global (escolhemos uma
= para ter o coeficiente do |+) real).
8 N
3 .
: % De forma semelhante, obtemos |S;; —) = %H—) + %6151 |—)
D5 2 . : . ,
%%%G g Como (Syz; —|Sz;+) = 5 + 2ei01700) =0 — {01 701) = 1
33% s m
3% Assim, |25 ) = J514) — J5e]-) gy o
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Aula 2 Um pouco mais de Sistemas de Spin 2

De |S;;+) = \/—H—> \}567;51 |—), obtemos

Se = S(|Se; +)(Se; +| = |S2; =) (Sus —1) = 272 |+) (=] + e [=)(+])
y,
Y
A= Z a'|a’)(a'| = Z a' Ao note que SJ, = S,,como deveria ser

De forma similar, podemos construir|Sy; ) = \/—|—i—> \}567;52 |—), e

Sy = 2(|Sy; +)(Sy; +1 = [Sy; =) {(Sy; —1) = Z(e7%2|+) (=] + e®|=)(+])
Serd que dé& para definir 01 e 027 Que tal SG; seguido de SG 47

1 1 -
4|5, _ S, =) = e |1 4 eH01=02) | —
|<Sy7 ’S 7+>| |<Sy7 ‘Sa >| \/§ 2| € |

Sl

—>¢:51—52=$g

mas |1 & e'?| = | + 2%
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cfgooo d1 = 0 faz elementos de matriz S, reais e do = — faz eixos x,y,z convencionais

Qoo \\v, y—
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Aula 2 Um pouco mais de Sistemas de Spin 2

T 1S E) = ) £ 1))
S,3 ) = dol4) & o]

Resumindo: —==
Se = S (= +1=){+])

Sy = 5 (=i} (= +il=){+])

Mostre que: Sy =S, £14Sy;  [S:, 5] =i€i;xhSe  {S:, 9} = %hQ&j
onde [A,B] = AB - BAe{A,B} =AB+ BA

€5 = 1 para permutacgao ciclica e — 1 para permutacao nao ciclica
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Mostre também que: 2 = 5.5 = 52 + S2+ 82 =(3)h* e que [S%, 8] =0

Qoo RN
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Aula 2 slide 3
(a(l) |X\a<1>> (a(1> \X|a(2>>
x = | (a®]X]aV)  (a®]X]a®)

<a(1)‘X’a(1)>* <a(2)’X‘a(1)>*
xt= | (@V[x]a®)* (o |X[a!?))*

Se X ¢ Hermiteano temos que (a”|X|a') = (/| XT|a")* = (d/| X |a")*
(@’| X|a")" = (a”]|X]a’)

Isso permite escrever
(a@| X |aM)* = (aV] X |a®)

B

g (@W)X|a™)y  (aW]X]a®)  (aV]X|a'®))

LE T <a(1)‘X,a(2)>* <a(2)|X|a(2)> <a(2)‘X,a(3)>
83305 X=X =1 (@W[X[a®) (a®@]X]a®)* (a®)]X]a®)
Qoo o
d)oo = . . .
35
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