FIO0| Momento Angular Orbital

Aula 2y Até aqui J foi definido como um gerador infinitesimal de rotacao
D(n,dp) =1— z%dgp
Como foi dito anteriormente, uma outra forma de introduzirmos momento
angular é via analogia classica
L=xXxp
Facamos as conexoes: Momento Angular Orbital como Gerador de Rotagoes
Primeiro note que as relacoes de comutagao: [L;, L;| = i€, Ly poderiam ter
sido deduzidas da definicao de momento angular e relagoes de comutacao
entre x e p, [z;,p;| = ihd;;. Para ilustrar. considere:
(L, Ly] = [yp. — 2py, 2pe — 02| = ypa D2, 2] + pyx[2,p2] =
< = —ihyp, + ihpyx = ih(xp, — yp,) = ihL,
g Agora, considere a quantidade: 1 — z(&b) =1- z<5¢) (xpy — ypz)
5 h p /vy I
8 Faca-o atuar em |2’,y',2’). O que esperar? Ket rodado de d¢ ao redor de z.
s § Vamos verificar isso com auxilio das componentes dos operadores x e p. Ou
935 ¥ oy
yoOoo seja, calculando: {1 — z(f)(xpy —yp) Ha' v, 27)
Qoo \\“, -
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FIO0| Momento Angular Orbital
Aula 20 y 50

Isto é, {1 —i(—)L.}z",y,2") ={1— z(f)(a:py —yp) Ha', o, 2"y =

B (60') + 2 30y ) o'y, #') =
= (1= i (8¢2)) (1 — 22 (=09y") |y, ) + O(567) =
p <5¢£U/))‘£C, . 5¢y/’y/,zl> _ ‘I‘I . 5¢y/’y’ + 5¢x/’ Z/>

¢ |
~ - N i .
Como €, = —sin @i + cos ¢j, temos ’ A\/ E . /"
~ -~ >N ! ,/’
. r' — 1’ + p'd¢(— sin @i + cos ¢j), ou seja / BN 'J' ______
§ r' — 1 +0¢(—p'singi+ p cosd), ou seja A WIALE
o N—— N—— ¢ | X
E y/ SU/ 33/ T
i ~ -~
. 8 v =1 —dpyi+oox’j= (2 =y, y + dpx’,2"). O que nos faz concluir
- 2
Oogoo B 0 / / IS A
Qco?gw que o operador 1 — z(f)Lz roda o ket |r’) para |[r' 4 p'dp€,).
Qoo
e Em seguida veremos seu efeito em |a) NS
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FIO0| Momento Angular Orbital

Aula 20 0@
Para ver isso, escrevemos {1 — i(— : )L.}|a) na representagao das coordenadas
o 00 .
@y #1150 L) = al{1 — i () LMl 2y =
= ({1 + (%) LY o/, ) = (al{1 — (D) LYl v, )
Com o uso da férmula do slide anterior, temos:
Y
@l 2= i(22) LY a) = (ala’ + b0y, — b0a!, )" =
= (2 + 0y, — dpa’, 2 |a) = o (v — p'0gé&y), ou seja
. 0 .
(@ o) = gale') =) B (g 2L i(50) L) = gale — p'o08,)
Rodar |a) de d¢, ao redor do eixo z, resulta em rodar a fungao de onda
£ (representacao das coordenadas), de — d¢ ao redor de z. Em coordenadas
%esferlcas, podemos escrever: | > série de Taylor
o
8 i - 7 ~
& Y 0
2 L%é’(r 0,9 |{1 — z( ;)L Ha) = ’(r’,@’,gb’ — 5¢]a>\: (r', 0", ¢'|a) — 9 —(r', 0", ¢'|a)d¢
Og; r=]
(%O £Que por comparacio entre os dois lados, fornece:
900
. 009\ Lel) = —ih 0 ) iy,
a¢ ¢.\’ 3
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FIO0| Momento Angular Orbital

Aula20 o préximo passo é rodar |a) ao redor de x (e depois de y). Para isso, rode,

. 1. / / . .
ciclicamente em 2,9y’ e 2/, os resultados do slide anterior e obtenha:

) T lousa
(@0 L= (P LYo} = (o) + 266, 2 —o/50.]a)

Depois de muita conta (o link “Leitura extra” do site te ajuda) obtemos:

(', vy, 2| Ly|e) = —ik( — sin¢ — cotg 0 cos ¢ a¢)<x’,y’,z’\a>

Algum voluntario?

(2',y, 7' |Lyla) = —ih( cos gba — cotg 0sin ¢ gb)@:’,y’, 2| ar)
A partir de Ly = L, £iL,, obtemos

0 0
(',y,2'|Li]a) = —ihe™" (£ i i~ cotg Ha¢)<x’,y',z’]&>

£ ¢ finalmente (2,1, 2/|L?|a) pode ser obtido, usando que
1

% L =17+ 5(L+L_ +L_L,)
(©)
8
2 r T2 2 1 02 1 0 0 /Y
3 , , L = —h |: ) 9_ } ) )

83 g @y, 7L a) sin? 6 O¢? + sin 0 00 (sm 89) @y 2la)

e \ ~

f g30e Note que isso nada mais é do que a parte angular do V?
Qoo \", -

A seguir, demonstraremos isso de uma outra forma. se.
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P Momento Angular Orbital
Aula 20 Para mostrar que:

1 0? 1 0 o
sin? 0 O¢? T sin 0 5’9<Sm9%)} (@9, 2 )

é a parte angular do V2, vamos primeiro demonstrar a seguinte relacao:

<$/,y/,2/’L2’O{> — _h2[

2
. X° = X.X
L? = x’p? — (x.p)? + ihx.p onde )
P” =DP-p
Demonstracao:
=Y LiLe =Y (O €ijwripi) () ompTePm) = Y €ijkCemhTiDiTePm
k k %] Im 134mk
. T2
mas, Z €ijk€imk = 57;e5jm — 5im5j£ e ... L= Z (5w5jm — 5im5j£)5’3z’pjﬂ3£pm =
k 174m
g — Z 5%663771371 (pjxﬁ Z 5zm(sj€xzp] (:Cﬁpm Z 5i£5jmxix€pjpm+
g 174m v 174m 1j€m
3 [ze,pj]=iRde; (¢, pm]=1hRb¢m
% S pjTe=xep; —1hdy; S Ty Pm=PmTe+1hdpm
: § —ih Y 6ubjmSeitivm — Y Simjetipipmae =il Y SimGiedemaip; =
95 2 ijlm ijlm ijlm
Oo g

Bsser, =Y wiwipp; —ihY  Swip; — > SimOiewipmpive — by 8jiwip;
i I ij ijem ij e 5
¥ | 5

*  UNICAMP
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Aula 20
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Momento Angular Orbital

Continuando:
L2 = inxipjpj — th 51']'56@']9]' — Z 5im5jgﬂfipmpj33£ - th 5jixipj —
1] 1] ijdm 1]
=Y @Y pi—ih Y wipi — Y Gim0jewipm (xep; — ihde;) —ih > wip; =
) J ) ijfm 7

= x°p® — ihx.p — Z TiDix ;D + Biﬁz TiDi — ihz TiDi =
i

1) 7

= x?p? — (x.p)? + ihx.p. Agora considere os termos de (x'|L*|a) (com |x'| = r)

(x'|x.pla) = x".(—ihV") (X'|a) = r. — zh(f‘% + 0(¢ e 0))(x|a) = —ihr%(x’|a>
0 o 0
/ 2N e O _ 42, 9 O
(x'|(x.p)*|a) = Zhr@r (x'|x.p|a) h rarrﬁr (x'|a)
0 0?
—E:2( ! 2 Y ! .
— —h (TaT (x'|a) + 1 5,2 (x |a>) .
2
(x'|L*|a) = (X' |p?|a) + A? (r£<x’\a> + 7“28—2(:)(’\04)) + h2r£<x’\a> e ..
7 or or or
L i) = Y oy =~ 22 (2 oty + 22 ooy L 7))
2m P  2m  2m or? r Or h2r2 e L
parte radial parte angular
¥ 0
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FIO0| Harmonicas Esféricas
Aula 20 Suponha uma particula sem spin, sujeita & um potencial esfericamente simétrico.

Na representacao das coordenadas sua funcao de onda pode ser escrita por:
(x'|n,£,m) = Rpe(r)Y,"(0,¢), onde ' = (1,6, ) e n, representa todos os outros
niimeros quanticos fora £ e m. Se V(x') = V(r), H é funcio de r e L*. Entdo

L? com autovalor £(¢ + 1)h?
[H,L?] = [H,L.]=0ce¢ .. (x'|n,{,m) é autoket de

L., com autovalor mh
A dependéncia angular pode ser isolada (f|[fm) = Y,"(0,¢) = Y, (1)
i) é um autoket da direcao . Primeiro, resolvemos a dependéncia em ¢, pois

0

L.|¢;m)=mh|l,m)e . (Q|L,|¢{,m) = —ih0—<ﬁ\€, m) = mh{n|l,m) ..
¥
S — ihiYm(Q ) =mhY,;"(0,p) — 3Ym(H ) =imY,;"(0,p) e
'§ agpﬁ @) = l » P (9906 @) = l s P .-
8Y,"(0,) = F(0)e"™?. Da mesma forma, podemos escrever:
%Lzye, m) = L(0 + )R, m) — (A|L?|fm) = £(¢ + 1)h*(a|¢m)
52 /M2 1 d d 19
x(PE - —(sin 00+ 1)[Y™(0,0) =0
00%092 [Sinﬁ dH(Sln d9)+ sin? 6 0?2 e+ >] " (0:9)
9% que é a equacio diferencial parcial que Y;™ (6, ) deve satisfazer. .

¥ 7
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FIOO|
Aula 20
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Harmonicas Esféericas
A condicao de ortogonalidade é dada por: (¢/,m/|¢,m) = 5 O m! -
Com o operador unidade /dQMﬁ)(ﬁ\ =1 — /dﬂﬁ(f’,m’\ﬂﬂﬁw, m) =1

e de definicoes anteriores, pode ser reescrita por:

2 T
d d0sin Y (0, 0)Y™(0,0) = 800 Srm.m
/o 90/0 \ Y, (0,0)Y,(0, ) 00’ Om,

1
/ dcos
1

Para obter Y, (0, ¢) sem resolver a equagao acima, lembre que:

9 5 Ver slide 4
d cos 6 dF cos 6 dsin 6
(Zdé’ nginﬁ) (0)=0 - F KsinQde gsin@
InF = /lnsin® + cte - F = ¢;sin“f e . Y/(6,¢) = cosin’ 9’

A condicao de normalizacao e uma escolha de fase nos leva a

o= (G VT

Algum voluntario?
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FIO0| Momento Angular Orbital
Aula 20 Para obter ng ((9, gp) a partir de Yf(@, go), lembre que
(B0 m — 1) = (0|L_|¢,m) _
VIEl+m)(l —m+ 1)k
1 e—w( _
VEl+m)(f —m+1) 00

E assim, podemos obter para m > 0 :

—1)¢ | t=—m
(=1)° 26+ 1)(+m)! ;. | 1m d (sin 0)2"
2L/ (£ —1)! sin” @ d(cos §)t—™ Algum voluntirio?

+ icotg 9%)(1&\6, m)

Y, (0,0) =

e para m < 0 podemos usar Y, (6, ) = (=1)"(Y;"(0,¢)) . Para
deduzir esta expressao é preciso comparar o Y, (6, ¢) vindo do L_

aplicado ao Y} com o Y;"(f,¢) vindo do L, aplicado ao Y, .

8 A dependéncia angular em 6 de Y;™(6, ) é sin!™!(6) x polinémio em cos
8
5 20+ 1
° g de ordem ¢ — |m/|. Para m = 0, temos Y, (0, ) = 4+ Py(cos8).
I 2 ™
%%%G £
355
Qo0 R

¥ O
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FIOO| Harmonicas Esféricas como Matrizes de Rotacao
Aula 20 ¢ nece com h) = D(R)|z)

2% rotacao

Note {B =0

o — @

D(R) =D(a=p,8=0,7v=0) e assim |ii) = Z D(R)|'m"){¢'m|z)
(fm|h) = ZD (0, m|z) com (¢m|D|¢'m’) = D%, o

(bm|z) = Y™ (0 = 0,Y¢9)dmo (Y™ se anula em 6 = 0, salvo se m = 0)

20 + 1 20 + 1
=Y, (0 =0,0)0m0 = o Py(cos 0)‘0089:15m0 =1/ ?&no

20 + 1
(Im|h) = ZD i\ —— + ——0mro O que implica em:
. /2e+ 1
1/6 (‘9790>_ A D (a:§076:97720)

f 30 4
égoo ou ainda Dfn,o(ozz%ﬁzeﬁzo): 2€—|7il
MAPLima - :::F 10
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FIOO0I Equagao de Schrodinger para Potenciais Centrais
Aula 20 p-

Onde a Hamiltoniana possui o formato: H = o V(r), com r? = x*. Na
m

Mecanica Classica, o momento angular é conservado. Na Mecanica Quantica,
L, p?] = [L,x*] =0

temos: < e ..
[L,H]=[L? H|=0

As comutagoes acima permitem que os autoestados de energia possam ser

(H|E¢m) = E|E¢m)

estas relacoes caracterizam o problema de
potencial central ou de forca central.

descritos por |[E¢m), onde { L2|Efm) = £(£ + 1)h?|Efm)

| L:|Eém) = mh|Elm)

Usando o que aprendemos sobre Harmonicas esféricas, e separando

(x'|Etm) = Rg ¢(r)Y," (0, ¢) é relativamente direto obter a chamada
h? i(ﬁi) {(¢+ 1)R?

2mr? dr*  dr 2mr?

Observe que indexar R com F, /¢ faz sentido, pois ¢ aparece explicitamente.

equacao radial: | — +V(r)|Re,e(r) = ERg (r).

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

3% s Na aula passada vimos por que a energia nao depende de m(h), P
V2,
MAPLima autovalor de L.. Note que o m da equagao ¢ a massa da particula. = 11
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FIOO0| Equacao de Schrodinger para Potenciais Centrais

Aula 20
A substituicao Rp(r) = wpe(r) reduz a equacao para:
r
B2 ug A+ 1R -
— - [ 5+ V(r)|uge(r) = Euge(r) com a condigao de

normalizagao: 1 = /err Ryp(r)Rge(r) = /dr Upe(r)upe(r). Assim, ugy(r)

pode ser interpretada como um funcao de onda em uma dimensao de uma
{6+ 1)h?

2mr?

particula se movendo em um potencial efetivo: Vee(r) = V(1)

Esta equacao demonstra a existéncia de uma “barreira de momento angular”,

£ se ¢ # 0, como mostra a figura do livro texto.
g 7
5 2
_§ Existe uma chance pequena de
w or encontrar a particula perto da
- é < origem para I£0. Isto ndo é
03§ O g 3 5 verdade para =0 e tem
Q? o s consequéncias importantes em
§Oo ° estudos sobre atomos. ]
Qoo —4t &"’A a
%* (12

MAPLima L
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FIOO0I Equagdo de Schrodinger para Potenciais Centrais
Aula 20 Considere que o potencial V(r) nio seja (muito) singular na origem, isto é

lim 7*V (r) = 0. Assim sendo a equacio para up, fica:

r—0
d2uEg B g(f -+ 1)
dr2 2
cuja solucdo geral é dada por u(r) = Ar*t! + Br=¢. E plausivel fazer B =0
14

uge (parar — 0, desprezamos V (r)uge e Eugy),

porque r~“ causa forte singularidade em r = 0, especialmente para ¢'s grandes.

Um outro argumento é notar que o fluxo de probabilidade na direcao radial é

h 0 h d
. =1.j=—I — —R —R
== m( 8r¢) “m Eﬁ(r)d?" me(r)
e analisar duas situacoes para
20—1 20+1

Ry — rt = Ir = Lr coAmr?g,. & fr — bem comportado
™ [v

£ — 0 '
§ Rpy — r— () = Jr = (0 + 1)7'_%_3 coATr?y. ~ (0 + 1)7“_26_1 — 00
3
S —_—
G ] ¢

2 é Desta forma, so nos resta adotar Rgy — v~ para r — 0.

Q4 3 ——————

33 (Ps

o&ggj;o Somente elétrons com ¢ = 0 visitam o niicleo de um atomo

Qo0 W A
V4,

MAPLima ol



FIOO0| Equacao de Schrodinger para Potenciais Centrais
Aula 20

Para estados ligados, considerando que lim V(r) =0, a equagao para upgy fica:
r— 00

d2
YEBe k2upge(r) com k% = —2mE/k* (E < 0) quando r — co. A solucio
dr?

desta equacao é simplesmente ug ~ e~

RT

Com isso em mente, uma nova substituicao permite escrever uma equacao de
acordo com o comportamento esperado de uge(r) parar — 0 e r — oo.
k? = —2mE/h?
Faga ¢ p = kr e obtenha a seguinte equacao diferencial:
upe(r) = ptle " w(p)
d2

(+1 d Vo 20+1
_w+2(( +1) _1)_w+ [——g]wzo. O livro texto resolve
dp? p dp “E p
Particula livre e Poco de potencial, esférico e infinito
diversos casos { Oscilador Harmoénico isotrépico (%mw%z) Voluntarios?

Potencial de Coulomb (1/7)

Qo
o;;
Oo%
% Qoo ~ . . 7/
§Oo° Nao deixe de analisa-los. _
Qoo &"’A y 4

% | 14
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FIOO | Lousa
Aula 20 Slide 4

Com o uso da férmula do slide 3,

@ 2 11— i) L) = (o 4 o/ 00uf — /50, o)

rodando ciclicamente, 2’ — z’; 2’ — ¢';y" — 2/, temos:
0y
(y', 2", a'[{1 —i( i VLo Ha) = (y' + 20y, 2" — y' 0y, 2’| )

onde usamos que o0 ¢ = ¢, (troca por ¢,); 2z’ (troca por z') nao mudou; o

2’ (") foi acrescido de y'0¢, (troca por z'd¢,); e y'(z') foi decrescido de
x'd¢. (troca por y'd¢,). Se usarmos que
@',y 2| = (@] @ (| @ (| = (| ® (/| ® ('] = (', 2", 2|, temos:

('), 2 [{1 — z'(g;éx)LxHa) = (x'y + 200, 2" —y dp.|a) = slide 4.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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