FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22

Testemos o procedimento para o caso | j1 =/{ e jo=s5=1/2

My ms = £1/2

Sel=0—j=1/2
Quanto vale j7 [j1 — jo| < j < j1+j2 —
Se £ >0 j=0+1/2

=1/2 —
Na linguagem de espectroscopia £ =1 — p e ‘7 / P12
J=3/2— p3
rmg
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FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22

Assim, a féormula de recorréncia do slide 11 da aula passada

VG Tm)(G £ m+ 1) (jijo; mima|jije; jm £ 1) =

= \/(j1 Fm1 + 1)1 £ m1)Grje; ma F 1, malj1ja; jm)+
comegaremos

+/(j2 F ma + 1)) (J2 £ ma) (Jrja; ma, ma F jija; jm),
J

caso J_ (sinal inferior), para j; = ¥,jo = s =1/2 e’j =/ + 1/2\ﬁxos,
iniciando com mo = m, = 1/2, fica: -
VIE+1/24m)(l+1/2 —m+1)(mg,1/2[+1/2,m — 1) =

=V (C+my+1)(f = me)(me +1,1/20 +1/2,m)+

s +/(1/24+1/2+1)(1/2 —=1/2)(me,1/2 + 1)0 +1/2,m)

% Com a substituicao m = m + 1 temos: 312: passou do miéximo de m.=1/2

8 V(L+m+3/2)(—m~+1/2)(my,1/2/(+1/2,m) =

% s;estamos fazendo m=1/2 m = my + 1/2
Hﬁ

95:
%%%O = /(U 4+mg+ 1)l —myg)(my+1,1/2[l+1/2,m + 1) com { substitua

&?&'ﬂ;o mg=m — 1/2
e N
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FIOO0I Usando as Férmulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Com a nova substituicao temos

VE+m+3/2) 6 —m+1/2)(m—1/2,1/2|/0+1/2,m) =
= V(l+m+1/2)(l —m+1/2)(m+1/2,1/2/ +1/2,m + 1)

e finalmente

j m+1

J m
——rh / —=
B +m+1/2
(m —1/2, 1/2|€+1/2,/m>—>\/€+m+3/2<m+1/2, 1/2/0 4 1/2,m + 1)

numerador € 1 a menos que o denominador : o
Note que os dois coeficientes diferem de 1 em m. Assim podemos substituir

tem que parar

em ¢+1/2

: , Y
= j+m+1 note que é soma acima

o coeficiente da direita usando a mesma regra, isto é:
numerador € 1 a menos que o denominador

Troque m por m+| na expressao acima i 3t 3/2
m ~—
1/2,1/210+1/2 1) = 3/2,1/2|0 +1/2 2

\

I , - - j+m+2 note que é soma acima
1 Esse € o lado direito da expressao acima
= Que tal escrevermos: numerador é 1 a menos que o denominador
C+m+1/2 [{4+m+3/2 [{+m+5/2
—1/2,1/2/¢ +1/2,m) =
im = 1/2,1/2|6+1/2,m) \/€+m+3/2\/€+m+5/2 {+m+7/2
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FI00| Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Usamos:

1) O denominador do fator que precede o C.C.G. é igual a soma j + m.
2) O denominador a esquerda cancela com o numerador a direita.

3) Agora note o seguinte:

my =¥¢,mgs =1/2) tem m = £+ 1/2, o maior possivel e precisa estar
associado a j = ¢+ 1/2 (o j = ¢ — 1/2 seria menor que m).

come=4,ms =1/2) x |j =€+ 1/2,m = £+ 1/2) por convencao, sao feitos
iguais. Isto é |¢,1/2) = [+ 1/2,0+1/2) e . ((,1/210+1/2,4+1/2) =1

/ 1/2 -

%\ Nestas condicoes: § (m —1/2,1/2/( +1/2,m) = \/ tm+l1/ m="2

A 20+ 1
;‘;SO% Falta o mg = —1/2 que obteremos em sequida.
Qoo @
o 5

c?é’sz:o
Qo0 R
a¥ 4

MAPLima urncane R



FIOO0I Usando as Férmulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 At¢ aqui, encontramos:

14 1/2
(m —1/2,1/2 |0+ 1/2,m) = \/ tmtl
—— N N—— 20 + 1
my ms J
e falta o coeficiente de Clebsch-Gordan associado ao ms = —1/2

Para melhor entender isso, considere:

0+ 1/2,m) = ) [0 1/25me,m) (€ 1/25mg, mg|0 + 1/2,m) =

mems simplificando a notagao
= > me,mg)(me,mg|0+1/2,m) = " |my, +1/2) (me, +1/2[+1/2,m) +
MyeMsg my h
somando em m, my + 1/2 =m
+ Y lme, —1/2) (me, —1/2/0+1/2,m)

me
my — 1/2 =m
=|m—1/2,41/2) (m —1/2,+1/2|( +1/2,m) +

temos esse
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FIOO0I Usando as Férmulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Aula 22 ) o -~
Observe que a férmula de recorréncia do J; fornece um deles, em funcao
de dois conhecidos:
(m—1/2,1/2/4+1/2,m) = m4+1/2,1/2/4+1/2,m+ 1) =
_\/€+m+1/2 _\/£+(m+1)+1/2
B 20 +1 . B 20+ 1
(m_1/271/2) (m+1/271/2)
J4
c mo
§ T (m+1/2,—-1/2[{ +1/2,m)
: — "
ﬁvjs mi (m + 1/27 _1/2)
s —m 4 1/2
°°%<’ g Da formula do Ji tome: j1 =/4,jo=1/2,j=0+1/2 ¢ mi =m+1/
%53 mo =1/2
§Oo°
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F1001 Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Isso fornece:

\/[(Z—F 1/2) —m][(L+1/2) + m+ 1]{ls;m +1/2,1/2/4s; 0 +1/2,m + 1) =
= /[(l — (m+1/2) +1][l+ (m +1/2)|(ls;m +1/2 — 1,1/2|ls; 0 +1/2, m)+
+[1/2=1/2+1][1/2+1/2](bs;m +1/2,1/2 — 1|€s; £+ 1/2,m)

Simplificando a férmula, temos:
VEl—m+1/2)(+m+3/2)(m+1/2,1/2[(+1/2,m+1) =
= V/(l—m+1/2)(l+m+1/2)(m—1/2,1/2[¢ +1/2,m)+
+(m+1/2,-1/2[(+1/2,m) ..

(m+1/2,-1/20 + 1/2,m) = /(L= m + L/2)({ + m + 3/2>\/ (£ m 572

—V(l—m+1/2)(l+m+ 1/2)\/(6 2?;11/2) =

=(l+m+3/2—{l+m+ 1/2))\/@ _2?j11/2) — \/(6 —QZ:Lll/Q)

d”"gg’o e finalmente, podemos, a seguir, escrever |¢s;¢ + 1/2,m) na base {my, mo}
ot W
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MAPLima e

Instituto de Fisica Gleb Wataghin




FIOO0I Usando as Férmulas de Recorréncia: um exemplo pratico
Aula 22 Tsto é: |0s;04+1/2,m) =

base j,m
(6 +m+1/2) \/(€—m+1/2)
= bssm—1/2,1/2 /s: 1/2,—-1/2
base m1, mo base m1, mo

Na representacao das coordenadas e linguagem de spinor, temos:

—o+1/2.m C+m—+1/2) e 1
/I :\/( ZHI/)Yg 1/2(0,90)(0>+

m—1/2
+\/(€_m+1/2)ym+1/2(9 S0)<0)_ 1 \/f-l—m—l—l/QYE
20+ 1 ¢ ’ 1) JVoar+1

gé” (L7 (0(0+ 1)1
8 | yi=t+1/2m S? 3 /4N
3 yg_“” >™ autofuncdes de < 5 ¢/ autovalores < / . ) .
£ J j(G+1)h% com j =0+ 1/2
;g 5 % \ Jz7 L mh
s e
$3::. Mostre que também é autoestado de L.S (justifique) com autovalor —.
o W% A
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FIOO|
Aula 22
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Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Comentarios adicionais: sobre a familia de CG para j = /¢ — 1/2

€—1/2,m) = ) |0 1/2;mem) (€ 1/2;mem|0 — 1/2,m) =

MM
= mems)(memg|l — 1/2, m). Considere primeiro m = ¢ — 1/2
> ) |
MM g
0 —1/2,0—1/2)=| ¢ ,—1/2)(¢,—1/2|¢ —1/2,4 —1/2)+
——— N — N i S
j m oy m Note que
° envolvem
+0—1,1/2)(¢ —1,1/2[{ —1/2,0 —1/2) o8 Tesmos

kets |mems),
me Mg, o

POI1S sao OS
(1) faca-o ortogonal a: [+ 1/2,¢ —1/2) | rtnicos que

garantem

E para obté-lo { (2) normalize-o e
m=1{—1/2=my+ ms|

(3) tome CG’s reais.
Para o item (1), temos do slide 8 (basta fazer m = ¢ —1/2) : /

0+1/2,0—1/2) =




FIOO|

Usando as Formulas de Recorréncia: um exemplo pratico

Aula 22 1 sidere jg=40—-1/2, m={—1/2 e os dois CG encontrados no slide anterior

temos esse

g
temos esse proibido
(mg =/( — 1,m8 = 1/2)
1/2 NG /
..................... dépols s : _____.h B G

______ . \ J_|_ \\ > m

BN ¢
0 VRN
—1/2 / (mg — 0my = —1/2)

primeiro encontramos esse

(mg—f

© Vimos que

|€+1/2,m>:\/

e sabemos que

(l+m+1/2)
20+ 1
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m —1/2,1/2) + \/

—1/2)

1,mg =

§Outra estratégia. Sabendo |j = ¢4 1/2,m), como encontrar |[j = ¢ —1/2,m)?

(l—m+1/2)

Y m+1/2,—1/2)

lousa

99° 1y —1/2,m)=Alm —1/2,1/2) + Blm +1/2,-1/2), com A>°+B>=1 W M
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FIOO| De volta as Matrizes de Rotacao

Aula 22

DUY(R) no espaco |j1,mi)

Considere

DU2)(R) no espaco |j2, m2)

Comentarios sobre coeficientes de Clebsch-Gordan e matrizes de rotacao:

O produto DY (R) ® DU2)(R) pode ser bloco diagonal, se escolhermos

a base{|jm)}. A representacao matricial fica:

{(G=71+72,m|}
{(=j1+Jj2—1,m|}

{(G=71—72,m|}

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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( DU1+72) (R)

e,

Isso é o mesmo que dizer que:

D(jl)(R) ® D(jz)(R) — D(j1+j2)(R) ® D(jl-l-jz—l)(R) R...® D(ljl—j2|)(R).

D(j1—|-j2—1)(R)

i=a1+352,m)} {li=s+j2=1m)} {lj=71—Jj2,m)}

O )

D(jl_j2>(R) )
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FIOO| De volta as Matrizes de Rotacao

Aula 22 Eim termos dos elementos das matrizes de rotacao, temos uma relacao

importante, conhecida como série de Clebsch-Gordan:
Ji+J2
DY (RDYD (R) = > D> (juja; mamaljija; m) x

j=|ji—g2| m m’

x (j1jo; mymb|j1je; jm YDV (R)

Para demostrar isso, note que o lado esquerdo é o elemento de matriz:

(Jriz; mame| D(R)|jij2; mima) = (jima| D(R)[jimy) (jome| D(R)[j2ams)

DY Ry DY (R

e que o lado direito também pode ser obtido da mesma expressao, se

§»1nser1rmos a unidade da base {jm}, isto é: (j1jo; mimo|ILD(R)1|j172; mims) =
a —Z Z (Jries mameljije; jm) (jra; jm|D(R)|jija; 'm’) (ijz; j'm'|jije; myimy)
:ug: ]m j’m’ v N~

% D%Zn’ (R)5jj/ real

2
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e isso completa a demonstracao de validade da série de Clebsch-Gordan.



FIOO| Uma aplicagao da formula
Aula 22 .
Y (B, )

(20 + 1)

Faca na expressao do slide anterior, j; = £1, jo = {3, mi =0, ems =0

A7 oy 47 : .
\/mifél (B,a)\/m (B ) = Z<f152,m1m2’€152,fm>><

m

¢
Lembre que Dfn%(a, B,0) =

(l102;m| = 0my = 0[f14o; fm’ = mi + ms = 0) ?fﬁ)(a, 5,0)

47

m m*(67 )

O que permite escrever

}/eTl*(/B’a)-YVé;nQ <€1€2;m1m2\€1€2;€’m’>x

Z 251 +1)(205 4+ 1)
26’ + 1)

(0105; 00\6162;€O>Ye, (5, «). “Complexando” e multiplicando por Y, (3, ),
temos (8 =0 e a=p)s [ OV (0.0)7" (0, 9)Y (0. 0) =

SRS _ \/(261 +1)(205 + 1)

Am (20 + 1)
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FIOOI  siide 10 Lousa
Aula 22 Sabendo |j = ¢+ 1/2,m), como encontrar |j = £ — 1/2,m)? Vimos que

04 1/2,m) = \/(6 2?;1/2) m—1/2, 1/2>+\/(£ _2%*11/2) m+1/2,—1/2).

e sabemos que
6 —1/2,m)=Alm —1/2,1/2) + Bl/m +1/2,—1/2), com A*+B*=1.

(€+m+1/2)>2+<\/(€—m+1/2)

20+1 20+ 1
(ﬂ+m+1ﬂ):aﬁae¢@—m%+ﬂﬁ
20+ 1 20+ 1

Pela mesma razao A = cosf8 e B =sin 3. Como (¢ —1/2,m|¢ +1/2,m) = 0,

cos 3 sin

Primeiro, note que <\/ ) = 1 e como sao

= SIn .

reais, poderiamos definir \/

temos cos S cosa + sin Ssina=0 = — B=a + /2. Isso implica

sin (3 COS &

((-m+1/2) _¢
51 e B=sinf=cosa=

(l+m +1/2)
20+1

em A:cosﬁ:—sinoz:—\/

2 F assim

X {—m+1/2 (+m+1/2
gggoo 0 —1/2,m)= \/( 2e+1/ )|m—1/2,1/2>+\/( 2£+1/ Jlm1/2,-1/2).
s

o5 o INO texto, os autores usaram que sino = \/ 1 — cos? a para calcular
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