FIOO| Operadores Tensoriais
Aula 25 Aprendemos a rodar kets e componentes de vetores (operadores vetoriais)

la) — D(R)|a) = (| DY (R)V; ZRw (a|Vj|a)

Vo

roda como vetores classicos

Como vale para qualquer |a), temos: e com
- Ja |, , :
auxilio de |D(R) =1— ZET é possivel obter:| [V;, J;| = i€;;xh Vi |—= para

isso, sequiremos passos semelhantes ao que foi feito para |J;, J;| = i€;.hJk.
Podemos escrever a equacao da caixa azul com auxilio da equacao da caixa

< vermelha, por (até primeira ordem em ¢) :

3
(©) € . A
i..g +_h[‘/;aJn]:Zsz(n €
S J
gg%og I — 0
O&?) 905 = Tomemos o caso particular i = 2 = R(2,¢) = € 1 0
Qo0
d?C)oo 0 0
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Operadores Tensoriais
i=1:Vy+ = (Vo, .| = Ve — €V,
Neste caso, temos ¢ i =2: V, + —h[Vy, J. )=V +V, = [Vi, J3] = iezhVi
=3Vt LTIV, b o s e
Com R(X,¢) e R(¥,€), obtemos a férmula geral da caixa amarela do slide 1.
O comportamento de V sob rotacao finita é completamente definido pelas

regras de comutacao acima, usando:

exp (thqb)V exp ( — zJi;-gb) se soubermos |J;, [J;, [...[/;, Vi].--]]]-

L=> Verifique que sabemos calcular isso

E possivel generalizar V; — Z R;;V; e definir um tensor por:
J
T k... — Z Ry Ry Ryggr T g
AR
com ajuda da matriz ortogonal de rotacao R(3 x 3). O nimero de indices

é chamado de “rank” do tensor. E o tensor definido desta forma é conhecido
como tensor cartesiano.
Exemplo simples: T;; = U;V; onde U; e V; sao componentes de operadores

vetoriais que podem ou nao comutar entre si. Note 9 pares possiveis. N -
%,

4‘\’ 2
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FIO0] Operadores Tensoriais
Aula 25 Explorando o exemplo simples:

U.v UZVJ — UJW U’LVY -+ UJ‘/Z B uUu.v

W=t 5 3 )
~~ ~~ ~~
um vetor matriz simétrica
escalar (UXV)keijn trago zero
1
Transforma como: Y, Y/ Yo"
~~

Tensores esféricos irredutiveis,

Yy — tem 1 componente independente
onde: { Y{"" — tem 3 componentes independentes

YJ" — tem 5 componentes independentes.

§ Definicao de um tensor esférico:
3 (# por V = (V,,V,,V,)
O
3
° § Comece com Y, (6, ¢) =Y, (11) e troque ¢ £ por k (ordem)
[+ I =
gé,a() ;
F5s5: mpor g ("G A" )
Qo0 B R
MAPLima € Obtenha Tq(k) =Y," V) ¥ 3
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Assim, considere: i = (ng,ny,n,) =

Operadores Tensoriais
.T

7“’)“7“

Comece com Y, =

LT ¢

3 sin 6 cos ¢ £ i sin fsin

‘/ SN
T

[3 .
Ja Y =7 8—7TSiIl(9€iup_ \/ sm@ (cosp L isinp) =

47

V2

3V, £iV,

4

V2

De forma semelhante, obtemos:

+2 _
Y5 =

faca <

15 (z +iy)?

7 =

327

™ V\oluntario?
—

—¢ﬁ<

_ ) 2
39 (Vy £4V,)

— (Vaza Vya Vz)
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Aula 25 Revisando Y, " (6
h) = D(R)|h) = |d)
Lembre que Y, (@) = (2'|¢m) e escreva Y, (/') em fungao dos Yem(ﬁ). Como?
|

D(R™YH)|em) = " |em/)(¢m!|D(R™1)|m) = Z\em ~1) multiplique

sob rotacoes

_é

pela esquerda por: (fi| e obtenha (A|D(R™ )\€m> = (f'|fm) =
= Z(ﬁ]ﬁm’>@fn,m(R_l) onde usamos que (| = (a|DT(R) = (A|D(R™)

ou seja Y, ( ZYK (2)D: . (R)

Um operador que age como um Y, (V) deve respeitar:

\ DY(R)Y;*(V)D(R) = “Y/*(V')", Zn V)D; (R).

= Y |
g Isso permite definir o tensor esférico: Caba azul do slide I:voluntario?
8

% % D (R)T, (k)D Z D(k) , ou de forma

9 8 § q'=

o3Pz a

Q05>
df’ 8°o°o equivalente (troque R por R™1) D(R)quk)DJr Z D(k) q(k)\\“, p
/—_k; 4‘\’ 5
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Aula 25

Para rotacoes infinitesimais a expressao D'(R)T q(k)D(R) = Z D(g? * (R)T q(,k )
fica:

k k
(1 +ie== )T(k)( —ie==) =Y DM (RITP =Y TV ><qu1+ze—ykq>

k
38,70 = > T (kq'|3 Alkq)
qg'=—k
g Se

: LE n =X +iy (faga em casa) — [J. ,Tq<k)] =h/(kFq)(k+q+ 1)T(§:kt)1

og -5'
33 (Ps

G p—

900 A,
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FIOO| Produtos de Tensores
Aula 25 o UV (vagc + UV, + UV,

Comece por: Ty’ = ——— = — 3 ) com auxilio

3

U, +1:U U, — U
da definicao U1 = F (#) , temos: Uy = + \/§Z Y que pode ser
A
U — U_1—Ujsr %omponentes q de um tensor de ordem |
invertido: { c U_1\1/L§U+1 e ao definir Uy = U,, podemos escrever:
Yy = V2
1 (U1 =-U V1 -V U_1+U V_14+V
TO(O) - —2 (( 1 +1)2( 1 1) B (U-1+ +1)2( 1+ Vi) +U0V0> _
_ _1(U+1V_|_1 B U_|_1V_|_1 B U_|_1V_1 B U_|_1V_1 B U_1V_|_1 B U_|_1V_1+
3 2 2 2 2 2 2
U_1V_ U_1V_ 1
+ 12 - 12 -+ UOVO) = g(U+1V—1 + U_1Vi1 — UoVp).
i= (p(1) _ (UXV)q
g fo = w2 (0 5 322—r?
g (@) _ Yy = \/ 167 —z —, onde
3 TV =UsiVi 322 —r? =222 — (2? + %) =
° & Verifique: note: { — 9,2 _ o (&+iy) (z—1y)
223 (’§ ) T(Q) Ut1Vo+UoVia ( V2 (\2/)5 )
O& £ Voluntarios? | L 41 = NG caso especial de 1, com
Qo
°°°o U=V-=r
e T(Z) _ U1 Vo14+200Vo4+U_1 V41 N \\",’ AR
MAPLima L0 V6 ol



FIOO| Teorema importante sobre tensores esféricos
Aula 25 Teorema:

Sejam X ékl) e Z, (’”) tensores esféricos irredutiveis de ordem ki e k. Entao
Tq(k) = Z(klkg, q1q2|k1ko; kq)X(kl)Z(l‘”) ¢ um tensor esférico de ordem k.

q142
Demonstracao:

Para demonstra-lo, basta verificar que T(k) transforma de acordo com

k// q/q//

DY (R)TM D(R Z D(k) T(k)
¢'=—k
DY R)TMD(R) = ) _(kika; qigolkikz; kq) DT(R)X ¥ D(R)D'(R) Z{*) D(R) =

9192 ~~

c 1

§ = Z <k1k2;Q1Q2‘k1k2,kQ>Dék;i Xéfl)Dékzz*Zé?), mas vimos que

8 91929195

EDUIDE) ST (ks quaslbuka: K" (ks ks K7 VDL

-

o
2P
<)o
%5
Ooo
Qoo ‘4&”’ y

MAPLima L‘.:Z'M., 8

Tome o complexo conjugado e insira na expressao acima, para obter:



FIOO| Teorema importante sobre tensores esféricos
Aula 25

A nova expressao:

Q1+ q2=q g +ag=4q" - Ogqr

DT(R)Tq(k)D(R): Z Zk1k2;Q1QQ|k1k2;qu<k1k2,Q1Q2|k1k2,k” ”>
k//q/q//
Q1Q2QQQQ

E/7)* k1 ko
x (kika; dya kika; K7y DS) XU 20,

mas Z(lﬁ/@; q1q2|k1k2; kq)(k1ka; qrqe|kike; k" q") pode ser re-escrito por
q1492
> (kiko; kalkiko; q1go) (kika; qraolkika; K'q") = (kikas kqlkiks K”q") = Gppn Sqqr
q1q9q2
De forma que:

g k k k)*
§ DU RITMID(R) = 3 | D (ki i lhakos ke ) X 205 | D) =
-% q’ q1q2
£ 5 -
35D 7
oo::;o _ (k) (k)*
y 8 A = Z Tq, qu/ qu §\".,A y
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Elementos de Matriz de Operadores Tensoriais e
Teorema de Wigner-Eckart
O elemento de matriz (a’,j’m’]Tq(k)\oz,jm> ¢ importante, pois entre outras,
coisas, pode expressar interacoes de campos eletromagnéticos com atomos

e nucleos.

1) Regra m de Selegao: <a’,j’m’]T(§k)|a,jm> = (0 salvo se m' = ¢+ m
Demonstracao:

Para provar, basta lembrar que: [J, Tq(k)] = thq(k) e calcular o elemento
de matriz: (o, j'm’| ([Jz, Tq(k)] - thq(k)) |, jm) = 0 que implica em:
(m' —m — q)hla, j'm/|T{F v, jm) = 0,

ou seja se m' #m +q — <o/,j’m’]Tq<k>]oz,jm> =0

2) Teorema de Wigner-Eckart: nao depende de m, m’e ¢

(/5 |7®]ag)
/Y /T(k:) : — (k- ke i'm)! <a] H
(o, gl Ty e jm) = (ks maliks ) ==y

nao depende de T
onde |j — k| <j' <j+k. A
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Teorema de Wigner-Eckar
Demonstracao:

Para provar isso, usaremos a relacao: [J, Tq(k)] =hy/(kFq)(k£q+ 1)T€fi)1

que pode ser usada em:

(@, 'm|[ T, TP, jm) = b/ (R F @)(k £ ¢ + Do, j'm [T o, jm)

para fornecer algo parecido com as relacoes de recorréncia dos coeficientes de
Clebsch-Gordan, isto é:

VG Em)G T m + ), i m F1UTWa, jm) =
=V Fm)[G £m+ 1), im|TF|a, jm £ 1)+
+VkF @)k £ g+ D, j'm/|T ) |a, jm)

Compare com a férmula de recorréncia ja demonstrada:

VG Fm)(G £m 4+ 1) Grja, mima|jije, jm £ 1) =
= /(1 £ m1) (1 Fma + 1) {Jijz, m1 F Imaljija, jm)+

+ v/ (j2 £ m2) (jo F ma + 1) (j1j2, mima F 1[j1ja, jm)
inverta o sinal de cima com o debaixo e

j=3 =g ja—k
troque: ,

m—m mp—m Mo —(q N Y

¥ 1]
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FIOO| Teorema de Wigner-Eckar
Aula 25 Para obter

V(G Em) (G Fm + 1) (jk, mqljk, j'm’ F1) =
= /(G Fm)(j £m+1)(jk,m =+ 1q|jk, j'm’)+

+V/(kF @) (k £ g+ 1) (jk, mq £ 1|jk, j'm)
Assim, encontramos dois conjuntos de equagoes, tais que:

Zaij\xz/:O ZCL@']‘ Yj =0

—~—
(T ) (CG)
e mesmos coeficientes a;; .. x; =cy; V j

z; e y; dependem de m,m’ e ¢, mas ¢ nao pode depender deles.

Pegue o 30. termo

§ (o, §'m! | T, |, jm) = c(jk,mq = 1|5k, j'm’) troque ¢ £ 1 por g
g e terminamos nossa demonstracao, escrevendo:
3 1) ||
[~ 1t (k) . _ <O‘]HT HO‘]> . 3 T
g o, 17m T o, gm) = , k,mqlik, 7'm
: o (o, 5 m | T |ov, jm) TED {7k, mqljk, j'm’)
%%%Q £ onde a barra dupla significa que este termo nao depende de m,m’ e q.
Qoo
Qoo R
¥ 12
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FI00| Exemplos de uso do Teorema de Wigner-Eckar

Aula 25 Exemplo 1: Téo) =5

(/g [|1T™]]erj)

(jk, mq|jk, j'm")

(@3 TPl jm) = "=y
(/115
V2i+1
(/115

V2 + 1

(o, j'm|S|ar, jm) =

L (o, 'm|Sa, jm) =

(70,m0150, j'm") ..

0j1j0m'm

0 que permite concluir que S nao transfere momento angular.

Exemplo 2: Operador Vetorial Vq(l) — (V_1, Vo, V41)

(/|| T®]|ecj)

(7k, mqljk, j'm’)

(o, j'm! | TS |, jm) =

V2 +1

(' §'|[V D ||aj)

(o, i'm/ [V a, jm) =

V27 + 1

)
Note que mHe=m "= /m =1 ¢
1 oum' =m

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

sej=0—j =1

35%5. mas ¢e j=0—75 =0 resumo <

é proibido.
MAPLima

(j1,mq|j1, j'm’)

j—1<j <j+1le ..

, {jil
J =3 .
J

(Am=m'—m==+10ou0
Aj=4 —j=1o0u0

\mas j =0—j"=0

(proibido) &}“’4

Y
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FIOO0| Teorema da Projecao

Aula 25 < kR :
/7 ! 1V j _ o' jm ajm T
(o, j'm’ | Vgla, jm) EHEY (Gm’[Jqlim)
Primeiro, é importante escrever J como um tensor esférico cujas
componentes serao definidas por (J_1, Jy, J+1), conforme haviamos definido.
U, + U U, — U ,
DeU+1:—( i)y = Uiy, Up=U., e Jy = J, £iJ,,
V2 V2
1 1 1
temos: Jy1=F—=Jyre Jo=J,=IV=JVo+ —=J, V1 ——J_V,q,
+1 ?\/5 + 0 0 /2 + V-1 /2 +1
uma vez que: U.V =UpVy —Us1V_1 —U_1V, ;. Feito isso, agora podemos
1 1
escrever: (o', jm|J. Vl]a, jm) = (/, jm|J, Vo + —=J. . V_1 — —=J_Viila, jm) =
| <J’\]><J\oﬂ+1\/§+1|J>
= = e jmlVolagm) + oG m) G —m T D (e, jm — 1V o, jm)+
O
3 : : . .
g - —% (5 —m)(5 +m+ 1), jm + 1{Viala, jm) = cjm e, | V|]e, j),
gg (’ -43: onde usamos o teorema de Wigner-Eckar. Note que ¢, ndo depende de o/, «
éow e V. Como J.V é um escalar { |J.V| )ndo depende de m. Assim, .. cjm = ¢;
Qoo \\‘" y

% 14
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Teorema da Projecao
No slide anterior obtivemos: (o', jm|J.V]a, jm) = ¢; (¢, j|| V||, j).

IIV]| ndo é um operador vetor, é o elemento de matriz reduzido, independe de m,m’ e q

Note que c¢; nao depende da escolha de V. Tome, portanto, V = J e escreva
para o = a: (a, jm|J?|a, jm) = ¢;{a, j||J||a, j). Dividindo uma expressio
(@ mlI.Va,jm) (o, 4] V]]a, )
(a, gm|J?|e, ym) — {a, jl| I, )

pela outra, para se livrar de ¢; temos:

1
‘Usando duas vezes o Teorema de Wigner-Eckar, uma para (o, j||V||a, j) e

outra para {(«, j||J||a, j), tome a razao entre as expressoes e note que os
coeficientes sao iguais e se cancelam. Assim, obtemos a fracao:
(@ jlIVllawg) _ (o gm[Vyla, jm)

RN — o, g ol ) que quando substituida na expressao

acima, demonstra o teorema da projecao:

(o, jm|I.V|a, jm) . ,
n2i(j+ 1) <3m/|Jq‘Jm>a

(o', jm/|Vgla, jm) =

(o, jm| J?|ex, jm) = B2j(j + 1)

(o, gm|Jy|a, jm) = (jm/|Jq|im) N
¥ 15

UUUUUUU

onde usamos {



FIOO| Lousa

Aula 25 14
e Tome D(R) =1—ic—— em DY (R)V;D(R) = Ry;V;
J
J. J.n
(1— ze?n)TVi(l — ’LE?H) = ZRz’j(ﬁ§ e)V;
J.n
(1+Z€7)V(1 —ZG— ZR@]
Vi — EJ AV, +V; hJ B 0( 2) = ZRij(ﬁ;e)vj
€ -~ ~
Vi+ %[Vi,.].n] = ZRij(n; e)V;
J
uv,+U;V; UV
c ® Matriz simétrica: (—2 —; I 3 0ij) =
g ULvai+U, Vi~ U. V5 U1V2+U2V1 U1 V3+Us Vi
g _ U2V1+U1v23 UpVatlaVa _ UN g U Vit Us Vo
1,_,%: U3V1—|-U1V3 U3V2+U2V33 U3V3+U3V32_ U-V5
- 3 2 2 2 33
23 O g U Vi — u.v U1V2-5U2V1 U1V3+U3V1
2
029,0 £ _ L2t v UsVy — U‘;—V U2V3+U3V2 — Traco zero
80000 U3V1—5U1V3 U3V2—5U2 3 U V3 o u

MAPLima ¥ 16
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Lembre que D(R™') = DT(R)
e .. (tm/|D(R™1)|tm) = (ém’|DT(R)]Em> = (bm|D(R)|fm')* = Df;m, (R)
Aplicaremos duas vezes o Teorema de Wigner-Eckar
J TS eg)
Y /T(k;) : _ <04]H " L il
(o, j'm [T |a, jm) TES {7k, mq|jk,j'm’)
onde a barra dupla significa que este termo nao depende de m,m’ e q.
Uma para Vj,
. '3[ V]lew) .
Ay / V — <C¥] || 'k', 'k', / /
(o, j'm/|Vg|a, jm) NoTES {7k, mg|jk,j'm’)
§ Outra para J,
) :
3 ' il T . _ <O‘JHJHC‘5]> Lo ik il
§ <a 7] m’ q‘Oé,jm> \/m <] 7mQ‘] 7.7 m>
2 % Divide uma pela outra, para obter
- 2 : : : :
905\ Pz (o, j'm/|Vyla, jm) _ ('j"][V]|ewj)

oO° ; ; = ; ;
350, (ol im! | T la, gm) — (a'']|3]|ed)

Qo0 g\"’g A
MAPLima “a¥ 17

UUUUUUU



