FIOO0I SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano
Aula 27 Encontramos uma degenerescéncia peculiar no espectro do dtomo
p2 Z€2

de hidrogénio. Para a Hamiltoniana H = o , calculamos:
m r

1 Z2 2 Z2 2
E, = ——mc? i —13.6eV —, onde a = c é a constante de
2 n2 n? he

estrutura fina e n = 1,2, .... Esse valor de energia, para um dado

n, vale para todos os £'s (e seus m's) variando de 0 < £ <n — 1.

n—1
[sto gera uma degenerescéncia = Z(% 4+ 1) =n?. | Ver contribuicio da Karine, na
/=0 aula 24 ou aula 27 de F689.

Tal degenerescéncia, sera apenas acidental?
Na mecanica classica, aprendemos que as solucoes da equacao de Newton
(ou as de Lagrange) fornecem érbitas fechadas elipticas e que existiria
alguma constante de movimento (vetor) que manteria o eixo principal das
elipses fixos. Qualquer desvio do potencial 1/r faz o eixo precessionar. Assim,

espera-se que a constante de movimento seja caracteristica dos potenciais
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do tipo 1/r. Classicamente, esta constante de movimento pode ser escrita
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SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano

Qual seria o analogo quantico de M7 Primeiro é importante lembrar que,

dados dois operadores vetoriais Hermiteanos, A e B, o operador A x B
Voluntario?
pode nao ser Hermiteano, pois (A x B)Jr = —B x A (mostre! e discuta

o caso que é Hermiteano, L = r X p). Assim, o andlogo quantico para um

produto vetorial de operadores Hermiteanos (para garantir que também

AxB-BxA
seja Hermiteano) é . Portanto, a versao Hermiteana da

2
pxL—-—Lxp Zée?
2m r

Mecanica Quantica do vetor de Lenz fica M = r.

Para que M seja uma “constante de movimento” na mecanica quantica, é

p2 Z€2
preciso que [M, H] = 0 para H = — . Mostre isso. Outras duas

2m r \

LM=MUL=0 > Mesmo voluntario!
relacoes interessantes sao

M? = 2 H(L? + h?) + Z2%¢*

A algebra para mostrar estas relacoes é tediosa, mas direta.

Note, entretanto, que H sé aparece no resultado de M? porque o

Ze? . , : : f
— —— que aparece na definicao de M é o mesmo da Hamﬂtomana.&}l'\’é-

r
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FIO0| SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano
Aula 27

Como sempre, uma constante de movimento tem origem em uma simetria. A
simetria que gera M é chamada de SO(4), andloga a SO(3) (grupo Ortogonal
Especial em 3 dimensoes), exceto que ao invés de ser um grupo de rotacoes em
3 dimensoes espaciais, é em 4 dimensoes espaciais. Equivalentemente, é um
grupo de matrizes ortogonais 4 x 4 de determinante igual a 1. A idéia é mostrar
que as propriedades do SO(4) geram M como uma constante de movimento da
Hamiltoniana do potencial colombiano e que isso acarreta na degenerescéncia
encontrada (nao tao acidental!). Para identificar a simetria responsavel pela
constante de movimento M, é importante revisar algebra de geradores desta

simetria. Com a convencao de que indices repetidos significa indices somados,

([L;, L;] = ihe;;, Ly (conhecida)
£
§ Novo voluntario? Para os dois “mostre’’s
M;. L;| = the; ;. M. Mostre e note que deduzimos esta
g » M7 J q
g considere as relagoes ¢ expressao para operadores vetoriais, [V;, J;| = ihe; i Vi
g
32 g
og‘%("@' (M, M| = —iheijk%HLk. Mostre. Esta vai ser util para
Q2 % :
df gk | deduzir o espectro de H.
e , -y N
A ideia é perceber que um operador proporcional a M € algum tipo de momento angular ¥ 3
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FIOO0I SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano
Aula 27 Vamos considerar o problema especifico de estados ligados e trocar H na ultima

expressao do slide anterior por £ < 0. Com esta hipdtese é possivel simplificar o

problema, definindo N = ( )1/ M. Assim, lousa

2F
( .
E fixo para estudar a degenerescéncia . | [Lz', Lj] — Zheijkszz

as relagoes do slide anterior ficam ¢ [N;, L] = ihe; 5, Ni.

X [Nz, Nj] - ZhEZJkLk
A Pergunta é: qual a operacao de simetria gerada por L e N7 Embora, longe de

Obvio, a resposta é: rotacao em quatro dimensoes espaciais. Para perceber isso,

note que rodar é misturar dois eixos ortogonais (pense na rotacao ao redor de Z

£
gonde X e y se misturam). O nimero de geradores de rotagdo em um espaco de
8 dimensao n. € o niumero de pares de eixos ortogonais deste espaco. Ou seja:
(©)
3 (
2 Ne=2=Coo=1:1L,

° 2

?)8 (’g Ne(ne — 1)

Qo € € .

= Cfne,2 < ne — 3 — 03’2 — 3 . L L ) lousa

&’000 - 2
0000 L .
o Ne=4=Cyp=6:LeN N

MAPLima \ Ny, N
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FIOO0I SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano
Aula 27 No espaco tridimensional, vimos que o momento angular orbital L=r X p

é responsavel pela rotagao (suas componentes, L, L,, e L, sao os geradores
de rotagao). Vimos isso claramente, quando rodamos um ket genérico |«)

ao redor do eixo z. Isto é decorrente de ter o operador momento linear p
como gerador de translacdo no espaco R°. Ou seja, combinacoes do tipo
L, = xp, — yp, misturam os eixos z e y, como ¢é esperado de uma rotacao

ao redor do eixo Z. Para generalizar para 4 dimensoes espaciais,

xr,Y,z —> T1,X2,T3 L1 :L23 = T2P3 — IT3P2

€ escreva s
troquemos os geradores § Lo = L31 = T3p1 — x1p3
DayDys Pz = P1, D2, P3 L3 = Lig = x1p2 — T2p1

Agora, inventamos uma quarta dimensao x4 com seu momento conjugado py.
) -
Ny = L1g = 21pg — T4p1
Isto permite definir ¢ Ny = Loy = wopy — x4p2  com [z, pj| = thdy;

| N3 = L3q = 23ps — T4p3

Note que [Ny, Lo] = [x1ps — Tap1, T3p1 — T1P3) = pa|®1,p1]T3 + Talp1, 21]D3
o[ N1, Lo] = ih(x3ps — x4p3) = thN3 (conforme queriamos no slide 4).
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FIO0| SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano
Aula 27

Estamos prontos para usar o que vimos na aula passada, ou seja, se
|H, Y| =0= HY|n) = E,T|n).

Isto é: se |n) é autoket de H com autovalor E,, Y|n) também é.

I= (L + N)/2 As componentes de N elL

comutam como momento

angular. 1 e K também!
K= (L - N)/2 Conhecemos o espectro deles.

([1;, 1;] = ihegn ]y

Primeiro defina os operadores

Momento angular [I) H] — 0

e prove que  [K;, K;] = ihe;;, K, e depois que
K,H] =0

\ 1, K;] =0

Dois momentos angulares que sao constantes de movimento e

comutam entre si. Os autovalores de I? e K? sdo, respectivamente

i(i 4+ 1)h* e k(k +1)A?, com i,k =0,1/2,1,3/2.... Note também
I’-K*=LN=0 briga i = k.

que , O que obriga ¢

000 NxM
&é’gc’;o b Lembre que { .
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FIO0| SO(4): Explorando simetria do potencial colombiano

Aula 27 1 1 m
Finalmente, note que I? + K* = —(L* + N?) = Z(L? — —M?). Com

2 2 2F
ajuda da tltima equacao do slide 2 para M?2, reproduzida aqui para
2 Z*e!
facilitar, M? = EH(IP + h?) + Z%e* — %1\/12 = L%+ A%+ 2€Em
1 Z2 4
temos: 2k(k + 1)h? = 5(—?12 — 2;m) que pode ser re-escrita como
Z2 4
(4K + 4k + D)2 = (2k + 1)2h% = — 2}””,
mZ2e 1

. Agora basta fazer

0 que permite escrever F = — o2 2k 1 1)

n = 2k 4+ 1 para reconhecer o espectro obtido pela solucao da equacao

de Schrodinger. Note que a degenerescéncia obtida por simetria é:

3 (20 +1)(2k+1) = (2k+ 1) =n?, com k=0,1/2,1,3/2...,
8
S correspondendo a n =1,2,3,4,... respectivamente, e conforme
2 g haviamos mostrado pela solucao da equacao diferencial.
P
Oo% g
08{3?32;0 Note que achamos o espectro do atomo de hidrogénio, sem resolver
Qoo

a equagao diferencial: apenas explorando a simetria do problema. W
MAPLima °
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Aula 27
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Regra de selecao por paridade
Tla) = €q|a) = €4 = £1
Suponha |a) e |5) autoestados de paridade:
718) = es18) — ¢ = £1

E possivel mostrar que (8]x|a) = 0 a menos que e, = —eg. Para ver isso,
calculamos (8|x|a) = (B|r axr ™! 1|a) = eneg(—(B|x|a)) — €qeg = —1
N , s B
Bles | cala)
— X

Na representacao das coordenadas, temos: / w; (x")x"1)o(x") = 0 a menos

que ¥3(x") e P, (x) tenham paridades opostas. Uma consequéncia
importante é que transicoes radiativas entre estados de mesma paridade sao
proibidas (fruto da expansao de multipolo do operador que causa a transicao).
Isso tudo pode ser generalizado: Operadores que sao impares sob paridade,
como p ou S.X tém elementos de matriz nao nulos, somente entre estados

de paridades opostas. Os operadores pares conectam apenas estados de mesma,

paridade.
A Hamiltoniana responsavel pela chamada interacao fraca de partl’cul‘z;d_s

~ . . : . A
elementares nao ¢ invariante mediante paridade. %\.\é )
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FI00| Simetria de Reversao Temporal
Aula 27

Classi . (a) a particula para no instante ¢t = 0
assicamente, .
(b) reverte seu movimento.

p’t:O — _p‘t:O

no instante t=0: pare e reverta,

(a) Pense nas condi¢coes contorno! (b)

\

Mas, formalmente, se x(t) é solugao para mx=—VV (x), entao x(—t) também

é uma solucao possivel do mesmo campo de forcas derivado deste potencial.

Obviamente nao estamos tratando de forcas dissipativas. Pense em um bloco
o . . . .
23 deslizando em uma mesa horizontal com atrito. Por outro lado, jogue uma
Oo
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FI0O0| Simetria de Reversao Temporal
Aula 27 Defing estado cléssico pelo par (X(t), p(t)), trajetoria decorrente da solucao da

equagao de Newton (ou de Lagrange ou de Hamilton-Jacobi) com condigoes de

contorno do problema de uma particula sujeita a um potencial.
p(—0t) Pr(0t) = —p(—dt)

Movimento cléssico, figura (a), sofre reversao temporal em ¢t = 0, figura (b).

Note que o “estado cldssico” no instante — &¢ descrito por (x(—dt); p(—dt))

corresponde ao estado classico, com reversao temporal no instante 0t, isto é

(xr (6t); Pr(61)) <> (x(—6t); —p(—dt)) mesma posi¢do, momento invertido.
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Esta é a simetria de reversao temporal. Note que x(t) e xg () sao solucoes



FIOO0| Simetria de Reversao Temporal
Aula 27 No caso de uma carga sujeita & um campo magnético, seria possivel distinguir

entre xR (t) e x(—t) se soubermos os pélos do ima que geram o campo magnético.
Pela regra da mao direita, vocé diria qual movimento é o xg(t), pois a forca

de Lorentz mudaria com a inversao da velocidade.
Se, entretanto, todos os movimentos mudassem,

inclusive das particulas que geram os campos,

a simetria é recuperada (achariamos apenas que
os simbolos S e N estariam trocados). (:::_::?"\‘
V.E = 4mp A
As equacoes de Maxwell K V x B — %%—Et) = 4T7Tj \::M— /)
VxE=-128 -
“. |ge a forca de Lorentz F = e|E + (1/0)(V x B)] sao
| % (E—E
3 B— -B
2 %mvarlantes sob a trocat — —t, seq p — p
a3 (Pis =)

&gow (V= —v

Qoo
MAPLima
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Simetria de Reversao Temporal na Mecanica Quantica

Vamos comecar analisando o problema pela equacao de onda de Schrodinger

c‘w h2 2
hor = (=5 -V + V)¢

Y(x, —t) nao é uma solucao dev1do a derivada em primeira ordem no tempo.

APy

Entretanto, ¢*(x, —t) é uma solucao, pois o “i” compensa a troca de sinal

tEnt/h

devido a derivada. Nesta logica se ¥ (x,t) = un(x)e™ é solucao da

iEnt/h ¢ solucao da equacao

equacao de Schrodinger, entao ™ (x, —t) = u; (x)e~
de Schrodinger com reversao temporal. Assim, concluimos que a reversao
temporal tem alguma coisa a ver com conjugacao complexa. Se 1 = (x|a)
é a funcao de onda em t = 0, entao a correspondente funcao da reversao

temporal é )" = (x|a)*. Veremos que isso vai valer para particulas sem spin.

Exemplo: onda livre
; B-X

w(x t = 0) e R reverségmporal ¢*(X,t _ O) — o5
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FIOO| Alguns comentarios sobre operacoes de simetria
Aula 27 Antes de fazer um tratamento sistematico sobre o operador de reversao temporal.

¢ importante discutir alguns aspectos gerais de operadores de simetria.

o) = 1),
8) — 18).

natural exigir (3|&@) = (B|a), pois foi o que exigimos para operacdes de rotacio,

Considere a operacao de simetria { Poderiamos argumentar que é

translacao e até paridade. Isso foi consequéncia do fato que o correspondente
operador de simetria é unitario, isto é (B|a) — (B|UTU|a) = (B|a). Para o
operador de reversao temporal, este argumento ¢ demasiadamente restritivo.

Basta impor [(5|&)| = [(8]a)].
(Bla) = (Bla)

Note que ambas as condicoes

(Bla) = (Bla)* = (alB)
satisfazem a condicao acima. Veremos que esta condicao menos restritiva para,
o operador de reversao temporal serd mais adequada, (e parece fazer sentido,

uma vez que a conjugacao complexa esta relacionada a esta operacao de

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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850 [la)—la)=0lay __ [(Bla) = (Bla) S o
MAPLima 18) — |B) = 6|B) O(ci|a) + c2|B)) = cibla) + ¢30|8) ¥ 13
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Simetria de Reversao Temporal na Mecanica Quantica

Note que o operador 6 é antilinear e que é possivel escrevé-lo como um

produto 8 = UK, de um operador unitario U e um operador K, operador

complexo conjugado, que tira o complexo conjugado de qualquer nimero

aplicado ao ket que ele opera (de seu lado direito). Para K, temos:
Kcla) = ¢*K|a)

O que acontece com |a) =

=3 la)dla

onde consideramos que K|a') =

este atua sobre |a’) =

Z la’}{a'|a) quando aplicamos K7

@) =) (d'la)Kld) =) (d|a)*|d)

K
—

(o)

a’ a’

|a"), pois nada tem para K quando

em sua prépria({|a’>}), representacao.

E preciso ter cuidado com isso,
COMOo veremos a seguir.

NS
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FIOO0I Simetria de Reversiao Temporal na Mecanica Quantica
Aula 27 Poderiamos perguntar, se os autokets de S, (spin 1/2) mudam mediante

aplicacao de K7 A resposta é, se os autokets de .S, sao usados como base,
sim, os autokets de S, mudam com a aplicagao de K. Isto é:

1 ) (= !

?
+)+ —|—
HE N
Entretanto, se os autokets de S, sao usados como base, eles nao mudam
com a acao de K. Assim, o efeito de K muda com a escolha da base.

Consequentemente a forma de U em 0 = UK também muda com a base.

Nota 1: 0(c1|a) + c2|8)) = UK (c1]a) + ¢c2|B)) = c;UK|a) + csUK|B),

ou seja O(cy|a) + c2|B)) = c10]a) + ¢50|8), conforme desejamos.

Nota 2: |a) % |a) =) (d|a)*UKla') =) (a'|a)*Ula’) = (ald)Uld")

/ /

a’ a

e, assim |8)_,15) = > (a|8)"Ula’) €2 (5 = >_(a|B) (@ U e isso fas;

a

a/

Blay = ¥ (a"|B)(a"|UTUd Y ald') = (ala){(d'|8) = (a]B) = (Bla)*

/
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FI00| Operador de Reversao Temporal
Aula 27 Chamaremos de operador de reversao temporal, ©, letra maitscula para

diferi-lo de 6, a forma geral estudada de operadores antiunitarios. Assim,
la) — Oa)

onde O|a) é o estado com reversao temporal. De forma mais apropriada,

ele deveria ser chamado de estado com reversao de movimento. Se |a) é

um autoestado, |p’), do operador momento, p, esperamos que O|a) seja o

| — p’) a menos de uma possivel fase global. De forma similar J pode ser

visto sob a acao do operador de reversao temporal.

Agora, deduziremos a propriedade fundamental do operador de reversao
temporal, por meio da evolucao temporal de um estado revertido
temporalmente. Para isso, considere um sistema fisico representado por

|a) no instante ¢ = 0. Em um instante infinitesimal do futuro, t = dt,
iH
o sistema é encontrado em |a,tg = 0;t = t) = (1 — ?575) la), onde H

¢ a Hamiltoniana que caracteriza a evolucao temporal. O que mudaria se
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aplicdssemos © em |a) antes de evolui-lo no tempo?



FIOO0| Simetria de Reversao Temporal na Mecanica Quantica
Aula 27 iH

Primeiro, aplicamos © em ) e depois o evoluimos no tempo (1 — ——46t)0|a).

h

Se o movimento obedece simetria sob reversao temporal, esperamos que o ket
acima seja o mesmo que O|a,ty = 0; —dt). Que significa: primeiro considere o
ket estado em um instante anterior a t = 0, isto é em t = —0t. A, reverta p

e J. Matematicamente, estamos pedindo que:

1H 1H
O que implica em: —iHO|) = OiH|), onde |) apenas simboliza que vale para
todos os kets.
Como © ¢ antiunitario, temos — iHO|) = —iOH|) o que nos leva a expressao
fundamental da Hamiltoniana sob acao da reversao temporal: HO = © H.
g Porque © nao pode ser unitario?
;u% (implicaria em: — HO = HO e isso faz com que:
° - HO|n) = —©H|n) = —FE,BOn) — ou seja, O|n) seria um autoket
95; = Se fosse ¢ ~ . )
OO%% 2 de H com autovalor — FE,,. Isto nao tem sentido nem para a particula
C?j 3% 0 | livre (mudanca de sinal em p tudo bem, mas em p??). _
Qoo &"’A A

MAPLima ¥ 7
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FIOO0| Simetria de Reversao Temporal na Mecanica Quantica

Aula 27 yamos evitar de atuar operadores antiunitarios em bras a partir da direita.
Quando encontrarmos (3|0|«), entenderemos por ((3|).(©]a)), e nunca por
({6]©).(]a)). Os autores nem tentam definir (5|©. Sem entrar em detalhes,
isso é evitado porque a notacao de Dirac foi inventada para lidar com
operadores lineares e nao com operadores antilineares. E ela fica confusa
quando lidamos com os antilineares. Com isso em mente, vamos discutir

o comportamento de operadores sob reversao temporal.
@) = Ola)
18) = ©|5)
onde A é um operador linear. Para provar isso, definia |y) = AT|3)
lembre que (] <L (B]A = (7|

Suponha { queremos provar que ([|Ala) = (&|@ATO~Y3),

Assim, (B|Ala) = (v]a) = (&|7) = (a|® AT|B) = (a|0@ATO 'O |3
(Bl Ala) = (v]a) = (a]¥) = (a] 1B) = (@] , 18)
opergcelilr“uagi‘(c)ilfr?itério |/7> 1
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: Com isso, temos: (B|A|a) = (&|OATOYB), pois O|8) = |3).
%%%G Para operadores Hermiteanos A temos: (3|A|a) = (&|©AO~|5).

050 Diremos que observaveis serao pares ou impares mediante reversao temporal

Qoo P y
— ~ 0 0 ~\ % &"’A
MAPLma  S¢ 04071 = A - (BAla) = £(a|A|B) = £(B|Al&) ¥ 18
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Aula27
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Lousa: O Atomo de Hidrogénio. Niveis de energia

e A figura mostra

by by

Fro=— =——=F
’ (k+4)? n? "
Note degenerescéncias essenciais,

H depende de £ e nao de m.

Note degenerescéncias acidentais,
k+l=kK+0=n

Para um dado ¢ existe um numero
infinito de energias (a figura mostra

s6 até n = 4).

Adotaremos que os trés nimeros
quanticos (n, ¢, m) especificam o
autoket |n, ¢, m) simultaneo do

CCOC, H,I2,L,. A,

%® 19
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FIOO| Lousa
Aula 27

e Trocar H por F parece estranho, mas se justifica se todas as operacoes
matematicas dos operadores ocorrerem apenas no subespaco degenerado
associado a energia E. Isso vale porque esses operadores, M e L, comutam

com H. Eles sao bloco-diagonais no espaco de auto-estados de H.

2 2 2F
o [Mi,Mj] = _iheijkEHLk: = —iheijk ELk; = Zhéwk (—E) Lk;
S——

real positivo

2]5)1/2 i (— %)mMJ] = theijp

)1/21\/1 nos leva a [IN;, N;| = ihe; ;. L.

(- EHMZ’M] = iheiji Ly, = [(—

ecomNE( o5

I? com autovalor i(i + 1)h? tem degenerescéncia essencial 2i + 1

e Note que 5 5 o _
K* com autovalor k(k 4+ 1)h* tem degenerescéncia essencial 2k + 1

Como H comuta com ambos e [I, K| = 0 a degenerescéncia esperada é
(2¢ +1)(2k + 1)
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FIOO| Sugestao do aluno Victor Antony para o caso 4x4

Aula 27 O que é necessario especificar para definir uma rotagao geral? Que tal n e ¢ (3
numeros, onde n é definido por (5, «)). A melhor forma de representa-la é por

meio de matrizes reais 3 x 3 (nove elementos). A condi¢ao de ortogonalidade,
4 X 4 (16 elementos)
T _ ~ ya . ~ . .
R* R = 1 gera nove equagoes, mas s6 seis sao linearmente independentes. Para

((RR")ix = >, RijRj;, = Y. RijRy;j = din

ver isso, observe que < /g ou seja a
mesmas equig;e: valem T T /—/R
para o caso ((RR" )i = Zj Rijji = Zj RiiRij = Or;

equacao do elemento ik é igual a equacao do elemento ki de RRY. Assim,

2 . 2 _ 1. 2 _ 1.
((1) Zj le = 1; (2) Zj R2j =1 (3) Zj R3j =1 j
§~ aqui seriam
. =03 3 , N 4 equagoes
3 temos seis equagoes (4) 22 FajRe2j = 0 dgual a 3 Ryl = 03
g independentes, com ¢ aqui, seguindo
£ trés parametros livres : . a mesma
a = b (5) Zj Ry R3; = 0 igual a Zj Rsjly; = 0= Logica seriam
95: O E 6 equagdes
Oo% 2
o&ggcgo . (6) Zj RQjjo =0 igual a Zj joRQj = O_._
e FEstes trés parametros que restaram dos nove, definem n e . g}"’@ 21
-

MAPLima 4+6=10 equacdes independentes. Restaram 6 dos 16 pardmetros:n;,® (e:ny, 05 Lucawe



