FIOO0| Simetria de Reversao Temporal na Mecanica Quantica
Al (BlAla) = (a|©A01|5)
De e tiramos (8| Ala) = £(a|A|B) = £(B|A|a)*"
J A, tal que @A~ =+A4
Se |B) = |a), temos: (a|A|a) = (&|0AO7 &) = £(a|A|a)* = £{a|A|a).

Caso 1: p
De tudo que discutimos até agora, esperamos que {(«a|p|a) = —(a@|p|a@), ou seja
p é um operador impar e .-, OpO~! = —p. Isto implica em

no__ -1 /:_ /:_/ /
&@!p% OpO~ 6 |p’) Op|p’) P O|p’)

— OpO~—! 1
_ Ou seja O©|p’) é um autoket do operador momento linear p com autovalor — p’.
§ Assim, podemos escolher a fase e tomar ©|p’) = | — p’).
%
i% Caso 2: x
gg g De forma semelhante, (apenas exija que (a|x|a) = {(a|x|&))
0(0592 : Ox0O~! = x operador par mediante reversao temporal
Qoo convenga-se que RN
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FIOO0| Simetria de Reversao Temporal na Mecanica Quantica

Aula 28
Caso 3: [x;,p;] = ihd;;

Considere [z, p;]|) = ihd;;|), onde |) simboliza um ket arbitrario.
Aplique O pela esquerda em ambos os lados e insira a unidade no lado direito
do |x;,p;], isto é
Olzi,p;]0710]) = Oihdy;|) = [z, (—p;)]O|) = —ihd;;O))
= [%i,p;]0]) = ihd;0O])
—> [z, pj] = ihd;;, pois O|) é arbitrario.
Note que esta relacao de comutacao é preservada sob reversao temporal porque

© é antiunitario.

Caso 4: [J;, J;| = ihe;jiJx

Similarmente, para preservar esta relacao, precisamos que J seja impar sob
reversao temporal. Isto é: ©JO 1 = —J

Note que isto esta consistente com o caso J = x X p. Note também que

obteriamos que J é impar sob reversao temporal, se utilizdssemos que ©
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comuta com o operador de rotacao.



FIOO0I Reversiao temporal e funcdes de onda
Aula 28 Suponha que no instante ¢t = 0 um sistema de uma particula sem spin se

encontra no estado |a). Como vimos, sua funcao de onda (x'|a) aparece

como coeficiente de expansao na representacao das coordenadas:
) = [ /) (<o)
Aplicando o operador de reversao temporal O, temos:
Ola) = / P Ox') (X |a) = / B |x) (x| )
Na expressao acima escolhemos a fase tal que O|x’) = |x’)

E isso permite escrever 1(x’) — 1*(x), conforme previmos anteriormente.

Se a parte angular da funcao de onda for dada por uma harmonica esférica

Y™ (0, 9), terfamos: Y, (0,¢) — Y, (0, ¢) = (=1)"Y,""(0,9), e isso

funcao real vezes e™?

permite escrever: |O[fm) = (=1)"|¢, —m),) =

Note que se a fungao de onda for do tipo R,¢Y;" (0, ¢), nds concluiriamos

que a densidade de corrente, j(x,t) = (—)Im(x* V1) flui no sentido contrario
m
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Qo
?,g% O do relégio (regra da mao direita) para m > 0. A reversao temporal, faz ela
s

d9°3°o°o fluir no sentido do relégio. Note também que Im(y)V¢™) = —Im(yp* V1)),

Qoo . , , 5 -
ou seja j(x,t) inverte o sinal sob reversao temporal. | - - él'»% 3
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Reversao temporal e fungoes de onda
Teorema. Suponha uma Hamiltoniana invariante sob a reversao temporal e

com espectro nao-degenerado. As autofungoes correspondentes sao reais (ou
de forma mais geral, uma funcao real vezes uma fator de fase independente
de x).
Demonstracao. Para provar isso, primeiro note que

HO|n) = ©H|n) = FE,0O|n),
ou seja |n) e O|n) tem o mesmo autovalor de energia. A hipétese de espectro
nao degenerado, implica que |n) e ©|n) representam o mesmo estado e devem
diferir por um fator de fase global (constante). Isso permite escrever:

Oln) = e¥|n) = (x'|0|n) = ? (x'|n) = X'|n)* = (x'|n) c.q.d.
Assim, uma funcao de onda de um estado ligado pode ser sempre feita real.
Voce poderia reclamar que os estados ligados do atomo de hidrogénio sao
complexos, pois Y,” sao fungoes complexas. Isso nao contradiz o teorema, pois
E, é degenerado (|n,¢,m) e |n,¢, —m) sao ortogonais e correspondem a mesma
energia F,). Similarmente, as particulas livres sao representadas por fungoes de

onda complexas eP*/" Isso também nao contradiz o teorema, pois e~ P*/P

é ortogonal a ePX/T g & autofuncao de Hj;yre com 0 mesmo autovalor p2/ 2m

-w
(autovalor degenerado). e}l{’é 4
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Reversao temporal e representagao dos momentos

Vimos que na representacao das coordenadas o efeito de ® = UK aplicado

a |a) é o mesmo que o de K sozinho sobre |a). Isto por que
Ola) :@/de’\X’><X’|a> =/d3 "1x")( K/d3 1% (x| ).

Isso nao seria verdade se usassemos a representacao dos momentos, pois:

Ola) = © / & |p') ('] = / PP K| - p')(p'|a) = / &*p| - p') (p']a)”.
= [@pplor £ K [@p) ) = [ @) w)

Ou seja, a forma de © depende da representacao utilizada. Na representacao

dos momentos nao basta tirar o complexo conjugado. E preciso trocar p’

por —p', isto é: (p’la) = ¢a(p") = (—P'|a)" = ¢ (—p').
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FIOO0I Reversao temporal para um sistema de spin 2
Aula 28

A situagao fica ainda mais interessante para um sistema de spin 1/2.
Para ver isso, lembre que |f;+) = e_iSZo‘/he_iSyﬂ/hH), onde 1,
caracterizado pelos angulos polar e azimutal 8 e a, é autoket de S.n
com autovalor //2. Sabemos aplicar © em |fi; +), pois ©JO ™! = —J.
Assim temos O|f; 4) = e~ ¥/ he=5uB/hQ | 1) = p|i; —).

Mas, |f; —) = e—z‘aSz/he—i(erB)Sy/h‘H _ e—mSz/he—i(Hﬁ)Sy/hK‘H_
O K aqui nao tem efeito, mas foi inserido para lembrar que é preciso

tomar o complexo conjugado de constantes que multiplicam os kets.

Insercao dessa expressao e comparacao direta nos leva a:
@ — ne—’éﬁsy/hK

Se lembrarmos que

§ —iS.fg —io .0 by . O
ex =exp(——=—) =1L1cos (=) —io.nsin (<
g © pode ser escrito na forma: © = —ZUTK (tomei ¢ = 7, acima)
e o
> S
83?,(’ 7 O exercicio 4.7 da lista 6 pede para vocé demonstrar esta férmula
o P :
Cf %o de uma outra maneira.
Qoo R
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Reversao temporal para um sistema de spin '
Da expressao

—1S.1 —i0.1
exp( zhn¢) :exp( u; ngb) = 1 cos (%) — ¢o.nsin (?)
com n =y, obtemos:
i 25 2(5 S_) S_
imSy/h _ y + — _
TSN ) ) =~ 2 ) = S5 ) = )
De forma similar, podemos obter e~™Sv/h_) = —|4). Com isso podemos

calcular o efeito de © em um ket genérico escrito na base |+) :
Oct|+) +c-|=)) = +nci|=) = ne|+)

Se aplicarmos © de novo, obtemos: use | 7 |*=I
O%(cy|+) +c-| =) = O(Fnci|=) —ne|+)) = —(cy|+) +c-|-)) e
para o caso de spin 1/2, temos: ©* = —1 (que significa — 1 vezes o

operador identidade). Isso vale para qualquer que seja a orientagao do

spin e qualquer que seja a escolha de 7.
Para particulas sem spin, vale ©% = 1,
O, m) = (=1)"|¢, —m)

como pode ser visto por ¢ ou

OY(x')|x') = o*(x')|x') W
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Reversao temporal para um sistema de momento angular |

Aula 28

©?|j semi-inteiro) = —|j semi-inteiro)
Queremos provar que

©2|j inteiro) = +|j inteiro)
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Se verdade, o auto valor de ©° poderia ser escrito como (—1)29 . Para provar,
comece com © = ne_mjy/ "K, aplique ©2 em um ket genérico la) e utilize o

operador unidade na base {|jm)}. Isto é: ©(6 Z gm) (jm|a)) =

im

= O(ne™ ™Y jm)(jmla)”) = [nl* 270 lm){jmla)

gm gm

rotacao de 27
ao redor de ¥

mas e~ 2"7v/? im) = (=1)¥|jm), o que demonstra o que querfamos.

Veja slide 13 da aula 19 e use caixa azul do slide || da aula 23

(estado orbital [¢m) (estado orbital de um
elétron |(1/2; mmy)
|/ inteiro) ¢ sistema de N (par) |7 semi-inteiro) <
elétrons. FEx: N=2 sistema de N (impar)
\ %(\ +—)Et|—4))  elétrons. o
Y 8
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Reversao temporal: convengao de fase e valores esperados

Foi natural escolher ¢, m) = (—1)"|¢, —m)
Alguns autores acham atraente generalizar, e escolher ©[j, m) = (—1)"|j, —m),
para j inteiro (orbital ou soma de semi-inteiros). Nosso livro texto escolhe n =i
e a convencao O|7, m) = i*"|j, —m), V] inteiro ou semi-inteiro.

. Isso garante caixa azul do slide anterior
Tendo estudado a efeito do operador de reversao temporal sobre autoestados
de momento angular, estamos prontos para calcular valores esperados de
operadores Hermiteanos.

A0t ==+A
Haviamos obtido que

(a]Ala) = £(alAla)
com a convencao acima, temos («, j, m|A|a, j,m) = +{a, j, —m|A|a, j, —m),

2

onde as fases 7“"" cancelaram.

Agora, suponha que A seja um tensor esférico Tq(k). Devido ao teorema de
Wigner-Eckart, serd suficiente examinar apenas o elemento de matriz com g = 0.

Assim, examinaremos o elemento de matriz (onde ©T q(i)o@_l = 4T q(i)o) ;

(a,omlTgM o gy m) = g, —ml T o g, —m) S (€
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FIOO0I Reversio temporal: convengdo de fase e valores esperados
Aula 28

Usaremos que |«, j, —m) = D(0,m,0)|a, j, m) (mostre!) e a relacao obtida no
k
capitulo 3, DT(R)Tq(k)D(R) = Z Dél;,)*Tq(,k) para escrever (para ¢ = 0) :
q¢'=—k

D (0,, O)Ték)D(O, m,0) = (—l)kTék) + componentes com ¢ # 0.| Para isso,

usamos que Dé]g) (0,7,0) = Py (cosm) = (=1)* (mostre!) e que ndo precisdvamos
calcular as componentes com ¢’ # 0, pois, quando “sanduichadas” por {(a, j, m|
e |a, 7, m) dariam zero (regra m de selecao, m = ¢ +m). Assim, temos:

(o, 5,m|Tg" |, jym) = (1) (@, j,m|Tg" |a, j,m)
este resultado é muito interessante, pois mostra que para k impar

(e, 7, m]TO(k) |, 5, m) = 0 mesmo quando |«, j,m) nao tem paridade bem definida.

%Exemplo:

O

‘% ((n, ¢, m|x|n,£,m) = 0 é ébvio, pois o estado tem paridade bem definida
5. /2
Qo5 §<X>< - . U . ~
O? - (a|x|a) = 0 com |a) = c4[81/2) + ¢p|P1/2) na0 tao ébvio, pois |a) nao é

§8°o°o | autoestado do operador paridade. R
=¥ 10

MAPLima



FI0O| Interagoes com campos elétricos e magneéticos;

Aula 28 degenerescencia de Kramers
Suponha, primeiro, uma particula sujeita a um potencial elétrico estatico

V(x) = ep(x). Uma vez que o potencial é real e fun¢ao do operador x,

par sob reversao temporal, temos [©, H| = 0. Contrariamente ao caso do
operador paridade, o fato de H comutar com © nao gera nenhum resultado
interessante, pois OU (t,ty) # U(t,t9)0. Ou seja, nao existe algo do tipo
numero quantico fruto da conservacao de reversao temporal. Lembre,
entretanto, que [0, H] = 0 = (x'|n) = (x'|n)".

Outra consequéncia da invariancia sob reversao temporal é a chamada
degenerescéncia de Kramers. Se H e © comutam, temos que |n) e ©|n)
tem o mesmo autovalor F,. Assim, ou diferem por uma fase global (caso

nao degenerado) ou sao ortogonais (caso degenerado). Suponha
20|n) = e|n) e aplique © novamente, para obter
O2%|n) = Oe?|n) = e 90|n) = e Pe|n) = |n)

Esta relacao é impossivel para sistemas com j semi-inteiro (@2
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0 oo pelo menos uma degenerescéncia dupla! Isso muda na presenca de um W A

independente de quanto complicado possa ser o potencial elétrico, existe

MAPLima campo magnético B (externo), ex: S.B, p.A + A.p, pois [0, H] # 0. «.y' 11
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Aula 28 z

Y >y
i
AZ Z
R.(a)
_ bt Ry (B +m)
> §
= y >y
(G)
(B
E
3
g;; g x x
Qoo i N3ao parece, mas esta alinhado N3ao parece, mas esta alinhado
O?(?@ e (no plano xz) e aponta na dire¢ao e aponta na dire¢ao oposta ao
gg";o oposta ao de cima de cima
Slide 6
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FI00| Slide 13 da aula |19: Representagcoes do Operador de Rotagao

. J.
Aula 28 Note também que Dg/)m(R(_l)) _ <]7 m/’ exp ("‘7/ hnSO) ’]’ m> —

. +iJ. N . —1dJ. o >
= (Gom[exp (—==2)] 13, m)* = Goml exp (—=5)|j.m')* = D) (R)

\ 7
-~

(alA|B) = (B|AT|a)"

Para apreciar o significado fisico da matriz de rotagao, rode o ket:

u, m) — D(R)|j, m)
D(R)|j,m) = 1D(R)|j,m Zum (j'm’|D(R)|j,m Zm, DY) (R)

Assim, Dg,)m(R)e amplitude para o estado rodado ser encontrado em |j, m’),

quando o estado original for |j,m). Que tal a rotacao definida por angulos de

Buler (e, 5,7)?

g | —il.a —iJ, B i
%Dg/)m(a,ﬁ,'y):(j,mﬂexp( A )GXP( hy )eXp( A )|J>m>:
o
8 , , —iJy, 3
g = e (—i(m'a+my))(,m'exp (— %)1j,m)
83 § (5) —1J, 8
°° 8 Isso permite definir: d,7) (8) = (j,m| exp ( v )|j, m) uma matriz bastante

yOQO h
Qoo
9 9° qtil para rodar kets. Fizemos d( /2 )(5) Siga o texto e faca dg?m(ﬁ). RN
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,IZOIOI28 Slide || aula 23 Matrizes de Rotagao e Osciladores de Schwinger
uia

Simplificando a ultima férmula do slide anterior, temos

G m)lG = m)
Dla =057 =0)ljim) = ZZ Jj+m— k\'é'Zk m—im)(j—k—m’)!><

% (COS 5/2)2j—2k—|—m m’ (Sin /8/2)2]€ m4+m’ (al)j—l—m/ (an_)j_m/ ( B 1>k—m—|—m/‘07 O>

Comparacao direta com a férmula do do topo do slide 10, nos leva a

VG +m)G —m)l(G +m)(j —m)!
(G+m—Fk)k(k—m+m)I(j —k—m')!

X

2k—m—~+m’

(smﬁ/Q)

Se rodamos |jm) de 27, ele volta para ele mesmo, a menos de uma fase.
Assim, m’ = m = s6 precisa de dY) (8) — isso e o sin(27/2) exige k = 0.

. D(0,8,0)|j,m) = > |j,m)d), (27) = |j,m)d$), (27) = (—1)%|jm)

Qoo \\",’ y
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